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Introduccion

El célculo fraccionario, el cual estudia la derivacion e integracion en érdenes no enteros,
ha ganado notable relevancia en las tltimas décadas debido a la precisién de los modelos
fraccionarios en diversos problemas de la ingenieria, ciencias naturales y finanzas [2, 4,
16]. Usaremos las expresiones “derivada e integral fraccionaria” para referirnos a estos
operadores, aunque en la teoria moderna, el orden de diferenciacion puede ser cualquier
complejo.

El interés matematico por estos operadores comenzé en 1695, cuando L’Hopital le
escribié a Leibniz preguntando por el significado de un operador en derivadas de orden
fraccionario, motivado por la notaciéon de este. Aunque la respuesta de Leibniz fue casi
profética acerca del posible impacto de este tipo de operadores, no aportd claridad a
la definicién de este operador [27]. En 1797, Lacroix avanzé formalmente en la teoria,
generalizando la derivacion fraccionaria con una férmula especifica para monomios con
exponentes reales [25]. En 1822, Fourier aport6 una representacion integral de la derivada
fraccionaria [15], dando una base més concreta al concepto.

El primer uso de los operadores fraccionarios para resolver un problema fisico signi-
ficativo se remonta a 1823, cuando Abel aplicé la antiderivada de orden fraccionario al
problema de la tautocrona [1]. Este problema consiste en determinar una curva tal que el
tiempo de descenso de una bola sin friccion, bajo la accién de la gravedad, sea indepen-
diente del punto de lanzamiento. Abel demostr6 que esta curva estaba relacionada con una
derivacion de orden no entero. Estos descubrimientos inspiraron a Liouville, quien amplié
las aplicaciones de los operadores fraccionarios a la teoria de potenciales y fue el primero
en intentar resolver ecuaciones diferenciales con derivadas fraccionarias [29], aunque su
desarrollo continué limitado a funciones especificas.

Por su parte, Riemann contribuyé a una formulacion més general de la derivacion e
integracién fraccionaria, en un trabajo que desarroll6 durante sus estudios de licenciatura,
sin embargo sus avances nunca los publicé y solo fueron conocidos péstumamente en 1892
[6] v atn entonces generaron confusién. Estos operadores consiguieron las formulaciones
modernas (2.2) y (2.5) hacia 1884 con Laurent [26], quien, apoyado en los trabajos de
Sonin y Letnikov [35, 28], formalizé la integracién y derivacion fraccionarias. Para mas
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detalles sobre el desarrollo histérico de estos operadores se recomienda el Capitulo 1 de
[31]. Actualmente las derivadas e integrales fraccionarias encontraron un alto nivel de
formalidad debido al desarrollo de los espacios de Sobolev y la teoria de interpolacién
durante el siglo XX.

En el contexto de las ecuaciones diferenciales parciales, la no localidad de estos ope-
radores produce modelos de alta precisiéon para fenémenos con difusiones anémalas y con
memoria [4, 33], debido a la importancia de esta clase de fenémenos, la investigacién en
EDP fraccionarias ha conseguido un gran interés en las ultimas décadas. En este trabajo
se usan las técnicas desarrolladas en [21, 33, 13] para encontrar resultados de existencia,
unicidad y regularidad en la soluciéon variacional de la ecuacién de difusién anémala es-
tacionaria (1.1) para un potencial ¢ no negativo. En [21] se aborda un problema con un
potencial ¢ més general usando la Suposicién 4.1, en esta tesina se consigue estos mismos
resultados sin usar directamente dicha suposicion.

Este trabajo se organiza en tres capitulos: el Capitulo 1 ofrece una motivaciéon fisica
para la ecuacion de difusion anémala estacionaria y se enuncia los resultados fundamentales
sobre su existencia, unicidad y regularidad. En el Capitulo 2, se introducen definiciones
formales de derivadas e integrales fraccionarias y se definen los espacios relevantes para la
formulacion variacional de (1.1). Finalmente, en el Capitulo 3, se implementa un método
variacional para resolver (1.1) y se prueban los resultados principales.
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Capitulo 1

Modelos con derivadas fraccionarias:
Motivaciéon y resultados principales

En este capitulo se motiva el estudio de ecuaciones diferenciales con derivada fracciona-
ria de Riemann-Liouville correspondientes al caso estacionario de modelos con difusién
anomala. Se enuncian los principales resultados relacionados con la existencia, unicidad y
regularidad de una solucién variacional al problema, cuyos desarrollos y demostraciones
son el tema central de esta tesina. Ademaés, se analiza el impacto de estos resultados en la
estabilidad de la solucién y su relevancia dentro del modelo evolutivo de difusiéon anémala.

1.1. Problema fraccionario

En este trabajo se aborda el estudio de ecuaciones diferenciales fraccionarias en un intervalo
acotado D := (0, 1), con término fuente f,

—oDSu+qu=f en D,
{ w(0) = u(1) = 0. (1.1)

Aqui ;D¢ denota la derivada de Riemann-Liouville (ver Definicién 2.5), donde a € (1,2).
El potencial ¢ € L>®(D) es una funcién medible. Por otro lado la fuente f se toma en

L*(D).
La ecuacién diferencial (1.1), se puede escribir en la siguiente forma variacional

Definicién 1.1 (Forma variacional de (1.1)). Dados ¢ € L>=(D) y f € L*(D), encontrar
un u € U := H*?(D) tal que

a(u,v) = (f,v) para todo v € U, (1.2)
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donde la forma bilineal a(u, v) asociada al problema variacional se define como

a(u,v) == —(,D5u, , DY) + (qu,v), w,v €.

Es importante mencionar que en todo este trabajo el producto interno (-, -) corresponde
al producto interior usual en el espacio L2(D). El espacio U := H*/?(D) es adecuado para
definir el problema variacional, dado que en este espacio se pueden manejar correctamente
las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville de orden a/2, y ademads, todos sus ele-
mentos satisfacen las condiciones de Dirichlet impuestas en (1.1). Un andlisis detallado de
la eleccion del espacio U se presenta en la Seccion 3.2.

El objetivo de este trabajo es demostrar con rigurosidad los Teoremas 1.1 y 1.2. Em-
pezamos enunciando el teorema de existencia y unicidad.

Teorema 1.1 (Existencia y unicidad de una solucién variacional). Suponga que el poten-
cial ¢ € L>=(D) satisface ¢ > 0. Entonces para cada f € L*(D) se tiene que existe una
unica solucion uw € U que satisface el problema variacional (1.2). Mds atn, para algin
C > 0 independiente de u y f se tiene que

lullo < ClIfllz2p)-

El Teorema 1.1 garantiza la existencia y unicidad de una solucién variacional para el
problema (1.2), pero la solucién pertenece al espacio U y no necesariamente a H*(D), el
espacio en el que estd definida la derivada fraccionaria de orden «a que actiia en (1.1). Sin
embargo, se demuestra en la Seccién 3.1 que si ¢ = 0, entonces la solucién variacional es
una solucion fuerte, en el sentido de que u € H*(D). En este caso, la solucién tiene una
representacién explicita dada por u(z) = — (12 f + (12 f)(1)z* .

Intuitivamente, el Teorema 1.1 nos garantiza que la solucién de (1.2) podré derivarse
hasta un orden «//2, pero el teorema de aumento de regularidad nos permite derivar hasta
un orden superior, siendo este « — 1 + 8 para cualquier § € (1 — «/2,1/2), formalmente,

Teorema 1.2 (Aumento de regularidad en la solucién). Con las mismas suposiciones

sobre q presentadas en el Teorema 1.1, si f € L*(D) entonces la solucién u del problema
(1.2) estd en H*'*A(D) N H*?(D) para cualquier B € (1 — a/2,1/2) y satisface que

lull o450y < ClIfl|22(D),

para algin C' > 0 independiente de u y f.
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1.2. Conexiones con la difusiéon anémala

Los resultados obtenidos para el problema (1.1) son esenciales para entender el modelo de
difusién anémala (1.4), en especial su estabilidad, entendida como el comportamiento de
la solucién de un problema evolutivo cuando el tiempo tiende a infinito. En esta seccién,
nos enfocaremos en el modelo mas general de difusién anémala (1.3), con el objetivo de
proporcionar una perspectiva fisica mas amplia.

La difusion se entiende como un fenémeno de transporte, generado principalmente por
el movimiento aleatorio microscépico de particulas dentro de un medio. Diversos modelos
de reaccion-difusion han demostrado ser congruentes en la descripcién de la difusion en
diversos contextos; véase [32, 8] para mas detalles. La forma mas simple de la ecuacién de
reaccion-difusion en una dimension espacial es

En esta ecuacion, la difusion esta representada por el operador laplaciano unidimensional
%
612 Y
gaussiano. Sin embargo, se han observado fenémenos en los que la difusiéon gaussiana no se

que se deriva de la suposiciéon de que el movimiento aleatorio es un proceso estocastico

cumple. Ejemplos de difusiones no gaussianas se encuentran en el experimento realizado
en [17], en las turbulencias de plasma en tres dimensiones descritas en [5], y en estudios
sobre el transporte de particulas en [9]. Estos fendmenos de difusién anémala motivan
un importante problema abierto: entender las dinamicas de reaccién-difusion cuando las
hipotesis de la difusiéon gaussiana no se cumplen. Estas hipotesis no se cumplen cuando
ocurren saltos andmalamente largos de particulas o correlaciones de largo alcance en la
dinamica de ciertos fenémenos fisicos. Las correlaciones de largo alcance nos llevan a pro-
cesos subdifusivos, en los cuales la ecuacion de difusién incluye una derivada fraccionaria
en el tiempo; véase [30] para més detalles. Los saltos anémalamente largos de particulas
nos conducen a procesos superdifusivos, los cuales se describen mediante la ecuacién de
difusién fraccionaria espacial propuesta en [3, 10], la cual estd dada por
0z o
5 Dyz + q(x)z = h(x,t), en D, t > 0. (1.3)
Para un término fuente h(x,t) y un potencial ¢ € L*°(D) no negativo. El operador
gz = 0,D%z + (1 —0),Dyz estd compuesto por las derivadas de Riemann-Liouville
izquierda y derecha (D¢ y , D¢, vistas como derivadas parciales en el espacio. Estas de-
rivadas fraccionarias representan fisicamente difusiones no locales, donde el parametro de
asimetria 6 € [0, 1] nos permite determinar en qué lado del intervalo espacial las particulas
tienen una mayor difusién. Por lo tanto, la derivada Dz puede interpretarse como una
ley de Fick no local [7]. Una pregunta que surge es: en caso de que exista solucion, §coémo
se comportara esta cuando t — o007 Esta pregunta se responde para un caso particular
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del modelo (1.3) estudiando la ecuacién diferencial fraccionaria (1.1), como veremos a
continuacion.

1.3. Estabilidad para un modelo homogéneo de difu-

sion anémala

Muchos fenémenos de difusiéon anémala [3, 10] se centran en procesos simétricos que con-
ducen a difusiones simétricas (# = 1/2). Sin embargo, diversos fenémenos fisicos, como
plasmas magnetizados y flujos geofisicos [9, 34], han mostrado experimentalmente difusio-
nes no simétricas e incluso totalmente asimétricas [11]. Observe que la ecuacién (1.1) es el
caso estacionario y totalmente asimétrico con # = 1 de (1.3). En esta seccion se muestra
el impacto que tienen los Teoremas 1.1 y 1.2 en el estudio de la estabilidad del modelo de
difusiéon anémala homogéneo y totalmente asimétrico con 6 = 1,

0z « —
{w—ODIz%—q(aj)z—O, en D, t >0, (1.4)

2(z,0) = g(x), en D,
donde g es cierto valor inicial.

Al buscar soluciones de (1.4) con variables separadas z(z,t) = u(z)v(t), tenemos

0=z(z,t) — (Dyz(x,t) + q(x)z(z, 1)
u(@)o(t) — v(t) o Dyu(x) + q(z)u(z)v(t)
= u(@)u(t) + o(t) (= o Du(z) + q(r)u(z)) -

Cuando separamos los términos que dependen de x y ¢, respectivamente, observamos que
debe existir un A € C y una funcién u que solucionen el problema espectral de Sturm-
Liouville fraccionario (1.5)

(1.5)

— oD%+ q(x)u = Au en D,
u(0) = u(1) = 0.

Ademds, se obtiene la ecuacién diferencial ordinaria asociada a v(t), dada por

{ V'(t) = —Av(t) parat >0,

v(0) =a, paraalgin a € R.

Supongamos que el valor inicial g pertenece al espacio generado por los vectores propios
del problema (1.5). Veremos que, bajo esta suposicion, se obtiene la solucion de (1.4) en
términos de las posibles soluciones del problema (1.5). Mas atin, analizaremos la estabilidad
de esta solucion y su conexiéon con los Teoremas 1.1 y 1.2.
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Vamos a examinar la relacion entre el problema (1.1) y el problema de Sturm-Liouville
(1.5). Segtn el Teorema 1.1, la solucién de la formulacion variacional (1.2) existe y es
tinica en U := H*2(D) para cualquier f € L?(D). Este teorema implica la existencia del
operador T : L*(D) — U tal que T'f es solucién de (1.2). Es evidente que T : L*(D) — U es
continuo, ya que al ser T'f la solucién variacional entonces de la estimaciéon del Teorema 1.1
se sigue que existe cierta constante C' > 0 para la cual ||T f|| < C||f|[12(p). En virtud del
Teorema 2.6, se tiene que el encaje H*/%(D) < L*(D) es compacto y teniendo en cuenta
las observaciones realizadas en la Definicién 2.4, tenemos que U — H®/?(D), de lo cual se
sigue que U < L*(D) es un encaje compacto. Por tanto el operador T : L*(D) — L*(D)
es compacto.

Es bien conocido que los valores propios de los operadores compactos son, a lo sumo,
contables, 0 es un punto de acumulacién y estan acotados [24], Cap. 8. Vamos a denotar
por fi1, ia, ... a los valores propios del operador T', cuyos respectivos vectores propios
normalizados se denotan por wi,ws,... € U. Observe que T es inyectivo. En efecto, si
Tg = 0, entonces (g,v) = a(Tg,v) = 0 para cada v € U. Como C°(D) C U, entonces U
es denso en L?(D), por lo que se tiene que U+ = {0}, de donde se deduce que g = 0. De
esta forma, 0 no es un valor propio de 7.

Usando argumentos similares a los planteados en la Seccién 3.2, se obtiene la formu-
lacién variacional del problema de Sturm-Liouville (1.5), la cual consiste en encontrar un
u € U yun X € C tales que

a(u,v) = A(u,v) para cada v € U. (1.6)

Si la pareja (A, u) € C\{0} xU soluciona el problema variacional (1.6), entonces dado un
v € U, tenemos que a(A'u,v) = (u,v) = a(Tu,v). Luego, a(A~'u — Tu,v) = 0 = a(0,v),
y por el Teorema 1.1, se sigue que Tu = A 'u. Teniendo en cuenta la inyectividad de
T, se deduce que (A, u) soluciona (1.6) si y solo si (A"}, u) es un par propio de T, o
bien A = 0,u = 0. Por tanto, cada par (\; := y; ', w;) es solucién del problema (1.6). Del
Corolario 3.2 tenemos que a(-, -) es coercitivo, por tanto se tiene que existe cierta constante
¢ :=c(a) > 0 que verifica

cllwillf < alwi,wi) = Ai(wi, wi) < AillwillF,
en consecuencia, tenemos que 0 < ¢ < A\ < Ay < ---, reordenando de ser necesario.

Ahora procederemos a resolver nuestro problema (1.4). Como g € gen(wy,ws, ... ),

n
entonces g(z) = Y ayw;, (), para algunos ax € R, por lo que la solucién de (1.4) estard
k=1
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n
dada por z(z,t) = Y age M+'w;, (x), de lo cual se sigue que
k=1

(0] < (3 o (@] )

k=1

En conclusién, hemos obtenido una solucién estable para el problema (1.4), ya que su
comportamiento asintético con el tiempo sera nulo siempre que los datos iniciales perte-
nezcan al espacio generado por los vectores propios de T'. Cabe destacar que en el anélisis
anterior es esencial el estudio de la existencia, unicidad y regularidad de la solucién varia-
cional para el problema (1.1), lo cual motiva este trabajo.



Capitulo 2

Algunos conceptos previos de calculo
fraccionario

En este capitulo se definen la integral y derivada de érdenes fraccionarios, estos operadores
son fundamentales para el estudio de la ecuacién (1.1). Ademas, se establecen los espacios
en los cuales estos operadores actiian y se presentan resultados clave para la Seccion
3.1. Para una explicacion mas detallada sobre estos operadores y sus propiedades, se
recomienda consultar los libros [23, 31]. Por otro lado, un andlisis mas profundo de los
espacios presentados y sus respectivos resultados puede encontrarse en [20, 19].

2.1. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Comenzamos esta seccién definiendo la integral fraccionaria de Riemann-Liouville para
una funcién f integrable en D := (a, b). La motivacién de la integral fraccionaria izquierda
proviene de la férmula de Cauchy para la n-ésima antiderivada, con n natural, dada por

T f(x) = (nil)! A o / (gl_ndt. (2.1)

Esta identidad se verifica facilmente por induccion. En efecto, si n = 1, esta igualdad es
simplemente el teorema fundamental del calculo. Si suponemos que se cumple para n > 1
entero, entonces, realizando un cambio en el orden de integracién, se obtiene que

T () = / I”()ds—<n // —Lf () dtds
:(” / /tx — 1) dsdt = ;v /x(x_S)"f(S)dS,

con lo cual queda demostrado (2.1).
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Una férmula que involucre cualquier orden real v > 0 se obtiene a partir de la identidad
I'(n) = (n — 1)!, de esta manera se define la integral de Riemann-Liouville izquierda de
orden . Para la integral derecha, el razonamiento es completamente analogo.

Definicién 2.1. (Integral fraccionaria de Riemann-Liouville) Sean a,b € R, f € LY(D) y
v > 0. Se define la integral y—ésima fraccionaria de Riemann-Liouville izquierda sobre f
como

Tf(x) = L AU onde z > a
TTf(x) : Fm/a oy donde > a (2.2)

Andalogamente, definimos la integral y—ésima fraccionaria de Riemann-Liouville derecha
sobre f como

f(t)

t—x)t

1 b
I f(x) = / ( —dt, donde z < b. (2.3)

L'(v)
Si v = 0, definimos 1% f(z) = I} f(x) = I, donde I es la identidad.

Observar que, por la desigualdad de Young, estas integrales convergen. Por otro lado,
(2.2) y (2.3) coinciden con la férmula de Cauchy para la n-ésima antiderivada cuando
« = n, para algin entero positivo n. Ademas, se puede demostrar que al tomar v — 0 en
las expresiones I f(z) v I} f(x), se obtiene f(z).

Para las integrales de érdenes enteros positivos k y j, se cumple la propiedad de semi-
grupo, es decir, I% [ f = I"ify IF [f = I/ f. Elsiguiente resultado nos permite

raTxratxT

extender esta propiedad a cualquier niimero real positivo.

Lema 2.1 (Propiedad de semigrupo para las integrales de Riemann-Liouville). Para f €
LY (D), a,B >0, se cumple que

Lo dof = L0 00 =050y L = =L

Demostracién. Si a =0 o =0 la demostracién serfa trivial ya que el operador ,I° es la
identidad. Vamos a considerar el caso en que «, 3 > 0. Sea x € D realizando un cambio
en la regién de integracion se tiene que

o B 1 x s a1 .
W2 LENE) = Fopy | L 06 =50 6 = 07 dads
1 x

— W/a (@) </tx(x —5)* s — t)ﬁ_lds> dt. (2.4)

1
Recordemos que la funcién Beta estd definida como B(z1, 25) = / 271 — )2t
0
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donde zq, zo > 0. Realizando un cambio de variables se tiene que

J sy s =) s = (o /01(1 — )1\ ds = B(a, B)(x — £)*H7,

reemplazando lo anterior en (2.4) y usando la identidad B(z1, z5) = Fr(lel)i(z?)) se consigue
que
a 718 B( a+671 a+
W2 WL20)() = FoE / O =7t = (L5 f) (@),
La identidad restante es analoga a la presente. O]

El siguiente resultado nos dice que los operadores ,1¢ y ,I§ son adjuntos en L*(D).

Lema 2.2. Sean a € (0,1) y u,v € L*(D) entonces
(aIgu,v) = (uvz[géU%
de lo cual se sigue que

(ou,v) = (1%, 1),

Demostracion. Del cambio de variables que consiste en la reflexion con respecto a la recta
y = X se tiene que

(J5u,v) / / (z — t)* w(z)dtdx
/ / )t —2)* Yot)dtde = (u, ).

2.2. Derivadas fraccionarias en C*(D)

En esta seccién definimos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y la derivada frac-
cionaria de Caputo. Ademés se muestran las relaciones que posee la derivada de Riemann-
Liouville con respecto a la integral de Riemann-Liouville, la derivada fraccionaria de Capu-
to y la transformada de Fourier. Empezamos esta seccion con la definicién de la derivada
de Riemann-Liouville.
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Definicién 2.2. (Derivada fraccionaria de Riemann Liouville) Se define la derivada de
Riemann-Liouville izquierda de orden § > 0 para f € C2°(D) como

A" g 1 = f(t)
dan <“I““" f) ~ I(n— B)dan /a (x — t)B—ant’ zeD, (2.5)

Dof(x) =

donde n € N es tal que 5 € (n—1,n). De forma andloga se tiene la derivada de Riemann-
Liouville derecha de orden (3

8 @ sy (D At S
D) = (1 () = Fn) d:v"/gg )it €D,

Si B = n entonces ambas derivadas se definen como las derivadas clasicas. Ademas defini-
mos ,D% = DY = 1.

En el siguiente resultado se consigue una version fraccionaria para el teorema funda-
mental del calculo.

Teorema 2.3 (Teorema fundamental del calculo). Sea o > 0, tal que n —1 < a < n para
algin entero n > 0. Dado f € C®(D), tenemos que

DGR =T

Demostracion. Como f es una funcién suave que se anula en la frontera entonces, por
el teorema de Taylor, se consigue que la funcién I f estd acotada. En consecuencia
Jof € L*(D). De la propiedad de semigrupos conseguimos

oIo “olal =5t

Como f es suave entonces derivando n—veces clasicamente a ambos lados en la identidad
previa se consigue el resultado deseado. 0

Es importante mencionar que el Teorema 2.3 se cumple en espacios mas generales que
C>(D), lo cual es consecuencia directa de los teoremas de extensién continua para la
derivada fraccionaria, ver Teorema 2.7 y Lema 2.8.

Aunque este trabajo se centra en el estudio de un modelo que involucra la derivada de
Riemann-Liouville, otro tipo de derivada que es ampliamente usada en las aplicaciones es
la derivada fraccionaria izquierda de Caputo la cual se define como

n
c o n—
Dy = 1P <u>,

dz™

donde [ es algin nimero real positivo no entero y n € N es tal quen —1 < 3 < n. La
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definiciéon de la derivada derecha de caputo es totalmente andloga, para méas detalle de
este operador puede consultarse [22], pag. 95.

La mencion de la derivada fraccionaria de Caputo es motivada por la siguiente impor-
tante identidad que relaciona los dos tipos de derivadas fraccionarias que se han enunciado
n—1 u®) ( a)

C
aDgu:aDgu_Z

2 —F(k —5+1) (z —a)k=?, (2.6)

para cualquier u € C2°(D). Esta identidad y su caso cuando las derivadas fraccionarias
son derechas pueden ser encontradas en [22], pag. 91.

Si D = R las definiciones de estos operadores son andlogas y denotamos __ DPu y
D% u, similarmente para las derivada de Caputo.

Existe una relacién importante entre la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y
la transformada de Fourier, como se establece en el siguiente lema.

Lema 2.4. Para a >0y f € CX(R) se tiene
FleoDiHw) = (W) F(fw) y  FGDLHW) = (=iw) F(f)(w).

Demostracion. La demostracién de este lema se encuentra en [20], Teorema 2.8, péag.
36. O

Observe que el Lema 2.4 nos permite redefinir las derivadas fraccionarias izquierdas y
derechas de Riemann-Liouville en términos de la transformada de Fourier y su inversa.
Este resultado sera fundamental para la extension de estos operadores a espacios mas
generales, como veremos en la siguiente seccién.

2.3. Espacios de Sobolev fraccionarios y extensiones
continuas

En este trabajo se utiliza los espacios de Sobolev W#P(R) definidos en una dimensién con
p = 2, en este caso, son espacios de Hilbert y se denotan por H?(R), donde 0 < 8 < oo
[19]. El espacio de Sobolev cldsico H?(R), cuando 3 € N, corresponde a las funciones
cuyas derivadas débiles hasta el orden 8 pertenecen al espacio L*(R), ver [14]. En algunos
problemas de ecuaciones diferenciales, la solucién carece de suficiente regularidad como
para pertenecer a los espacios de Sobolev de 6rdenes enteros, lo cual motiva la bisqueda
de espacios que los interpolen, asi surgen los espacios de Sobolev de orden fraccionario.

Definicién 2.3. (Espacio de Sobolev fraccionario H?(R)) Sea 3 € R\ N tal que 3 > 0,
entonces J = m + o para algtin entero no negativo m y cierto real ¢ € (0, 1). Definimos la
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seminorma

\D™u(z) — D™u(y)? )2
[u] o) = </R/R o — [ dzdy |

donde D™ denota la derivada débil. Se denota por H”(R) al espacio que consiste de
todas las funciones v € H™(R) para las cuales |u|gs®) < oo. Por convencién se define
HO(R) := L*(R).

Se puede demostrar que, para cualquier 3 = m+ o > 0, el espacio H?(R) es un espacio
de Banach con la norma

N|—=

ullzoy = (1ulfm) + W)

donde

m e 1/2
fullam = (3 [ IPFuoPar)
k=07~

Mas atn, dicho espacio serd un espacio de Hilbert, cuyo producto interno esta definido
como

o = [ [ 2 D) D) S, iy,

|.CE _ y|1+20 =

El espacio H?(R) se puede caracterizar en términos de la transformada de Fourier,
como se muestra en el siguiente lema

Lema 2.5. Dado 0 < 3 =m + 0 < oo entonces la seminorma [-]ysw) es equivalente a la
seminorma

|U|HB(JR<) = |||W|6ﬁ(<ﬂ)||L2(R)'

En consecuencia, el espacio H?(R) se puede caracterizar como todas las funciones u €
H™(R) tales que |u|gsm) < 0.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia del teorema de Plancharel, para mas
detalles se recomienda seguir las ideas de la Proposicién 3.4 de [12]. Este resultado también
puede ser encontrado en [19], pag. 16. O

Es importante mencionar que la anterior caracterizacion sélo se tiene cuando el dominio
es toda la recta real. Cuando el dominio es cierto intervalo D := (a,b) (acotado o no
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acotado) se define el espacio H?(D) cambiando D por R en la Definicién 2.3.

El siguiente teorema es un caso particular unidimensional con p = 2 de un resultado
mas general, el cual ha sido demostrado para espacios de Sobolev arbitrarios definidos en
dominios acotados de R™ con frontera de tipo Lipschitz.

Teorema 2.6. Sean 0 < v < v y D un intervalo abierto y acotado, entonces
H™(D) — H™(D)

es un encaje compacto.
Demostracion. Ver el Teorema 1.4.3.2, pag. 26 de [19] y las referencias citadas. O

El anterior teorema nos permite interpolar los espacios de Sobolev clasicos definidos en
intervalos acotados D con espacios de Sobolev con ordenes fraccionarios.

Hay otro espacio de tipo Sobolev que es ampliamente usado en la teoria de ecuaciones
diferenciales parciales fraccionarias, el cual se define como

Definicién 2.4. Sea 3 > 0, definimos
HP(D) :={ue H*(D): ue H’R)},
donde u denota la extensiéon de u por cero en R\ D.

Este espacio es de Banach con la norma ||u| |1§B(D) := ||| o (r). Més atin, es un espacio

de Hilbert. Un hecho util es que H?(D) = CgO(D)H'”Eﬁ(D% (ver pag. 24 de [19]). Ademas
se tiene que si 5 — 1/2 no es un entero, entonces H?(D) = C’go(D)H“Hﬁ(D), (ver pag. 31

de [19]). Los espacios H?(D) y HP(D) coinciden cuando § es entero, (ver pag. 18 de
[19]), pero en general tenemos que H?(D) < HP(D), este hecho serd crucial en diversos
resultados relacionados a la formulacién variacional del problema (1.1).

Un resultado interesante que revela la importancia técnica del espacio H? (D) es que
en dicho espacio se puede extender la definicion de la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville, este teorema de extension es posible por la relacién entre la derivada fraccionaria
y el espacio H?(R) con la transformada de Fourier, ver Lema 2.4 y Lema 2.5. Se dara
las ideas principales de la demostracion, sin embargo una prueba mas detallada de este
resultado puede ser encontrada en el Teorema 2.1 de [21].

Teorema 2.7. Para cadan € N y 8 € (n — 1,n), los operadores (Du y wau definidos
para u € C2(D) se extienden continuamente a operadores de H°(D) a L*(D), escritos
por simplicidad como ,D5u y meu.
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Demostracion. De los Lemas 2.4, 2.5 y el teorema de Plancharel se obtiene que para
cualquier funcién v € C2(R)

| oo D20l L2y = [IF (o DZ0) 2y < M0]]mro(R)
Por tanto el operador ___ D? se extiende de forma continua de H?(R) a L*(R).

Para cada u € C2°(D) se tiene que
oDPu = __ Du|p.

De lo cual el resultado deseado es inmediato, por la anterior desigualdad. O

En virtud del Teorema 2.7, se amplia la definicion de las derivadas de Riemann-Liouville
de la siguiente forma,

Definicién 2.5. (Derivada de Riemann-Liouville en HP (D)) Suponga que >0y f €
HP(D). Sea z € D, definimos la derivada izquierda de Riemann-Liouville 3—ésima como

DLf (@) = F (1) F(f)(w))(@).

Andalogamente se define la derivada derecha de Riemann-Liouville f—ésima como

Dy f(@) = FH(—iw)’ F(f) () ().

Los siguientes espacios seran tutiles para la deduccién de la forma variacional para el
problema (1.1), a modo de observacién denotaremos D := (a,b), donde a,b € R.

Definicién 2.6 (Espacios Hy (D) y Hp(D)). Denotamos por HE (D) (respectivamente
HP (D)) como el conjunto de las funciones u cuya extensién por cero @ estd en H?(—oo, b)
(respectivamente en H”(a, c0)).

Definicién 2.7 (Espacios Cf (D) y Ch(D))). Se define el espacio C} (D) (respectivamente
C%(D)) como las funciones v € C"”(E) para las cuales v(a) = v'(a) = ... = v (a) = 0
(respectivamente v(b) = v/(b) = ... = v¥)(b) = 0) donde k < 3—1/2 es un entero positivo.

Una observacién rapida nos permite notar que los espacios C% (D) y C?(D) son densos
en los espacios Hy (D) y Hp(D), respectivamente. De esta observacion se sigue el siguiente
resultado, el cual relaja las condiciones del Teorema 2.7.

Lema 2.8. Considere 3 € (n—1,n). Entonces el operador ,D%u definido para u € C% (D)
se puede extender de forma continua a un operador de HY (D) a L*(D). De forma similar
el operador me definido para u € C’g(D) se extiende continuamente a un operador de

HE(D) a L2(D).
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Demostracion. Ver el Teorema 2.2 de [21]. O

La siguiente propiedad de suavidad en las integrales fraccionarias juega un papel central
en la construccién de la solucién explicita del problema (1.1) cuando ¢ = 0,

Lema 2.9. Para cada s, 3 > 0, los operadores 17, m]f son operadores acotados de ﬁS(D)
hacia H;Y?(D) y HP (D), respectivamente.

Demostracion. Ver el Teorema 3.1 de [21]. O

Un resultado particular del anterior lema establece que el operador 15 : L*(D) —
H f (D) es continuo para cada x € D. Este caso particular serd ampliamente usado en la
Seccion 3.1.

Como consecuencia directa de este lema se tiene el siguiente corolario,

Corolario 2.10. Sean 7 una constante no negativa y D = (0, 1), entonces las funciones
27y (1 — x)7 pertenecen a los espacios HY (D) y Hu(D) respectivamente, para cualquier
0<B<vy+1/2.

Demostracion. Observe que se cumplen las identidades 27 = ¢, I2(1) y (1 — 2) =
¢y I1(1) para cierta constante c,. Por otro lado para cada 6 € [0,1/2) se tiene que

1 € H%(D), usando el Lema 2.9 se consigue el resultado deseado. ]

Finalmente daremos la idea de la prueba del siguiente lema el cual es fundamental para
la deduccién de las formas variacionales del problema (1.1)

Lema 2.11. Siu € HL(D) y 8 € (0,1), entonces
Diu= 7).
Similarmente para u € HL(D) se verifica que

Demostracion. Sea u € C (D), de la identidad (2.6) se tiene que

Dby =CDPy = 1P ).

a x

De esta cadena de identidades y de los Lemas 2.8 y 2.9 se sigue nuestro resultado usando
un argumento de densidad. Para més detalles ver Lema 5.2, pdg. 150 en [20]. [
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Los resultados previos nos conduciran a nuestros objetivos: encontrar una formulacién
variacional del problema (1.1); probar la existencia y unicidad de soluciones fuertes en
(1.1) cuando ¢ = 0 y probar la existencia, unicidad y resultados de regularidad cuando
q > 0. Todos estos objetivos seran abordados en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Formulacion variacional

En este capitulo se deriva la formulacién variacional para el problema (1.1), consiguiendo
la forma bilineal asociada a(u,v) = —(,D%?u, ,DS*v) + (qu,v). Ademés se demuestra
la existencia y unicidad de una soluciéon para este problema subyacente y se prueba que
dicha solucion variacional es una solucién fuerte bajo ciertas hipétesis.

3.1. Derivacién de la formulacién variacional con po-
tencial nulo

Considere, en primera instancia, el problema (1.1) cuando el potencial ¢ = 0, vamos
a demostrar que este problema tiene una expresion explicita para su soluciéon cuando
f € L2(D). Por el Lema 2.9 se tiene que g = (J°f € H¥(D). Ademds teniendo en cuenta
el Lema 2.8 se sigue que (D¢ g esta bien definida. De la propiedad de semigrupos estudiada
en el Lema 2.1 se concluye

oli_a :oli_aolgf:()[ife ﬁi(D)

Para f € L*(D) se puede tomar una sucesién f, € C>°(D) tal que f,, — f con la norma
de L*(D). Realizando un cambio de variable se tiene que

T2 Fula) = g [ B0 =0t = s [ e =

de la regla integral de Leibnitz se sigue que (I%f,(z) € C*°(D), mis ain

SR = s (R0 [t - oear)

= O7
x=0 F(a)

=0

17
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por tanto g, () == (1% fn(x) € C¥(D). Por el Lema 2.9 se tiene que (1% : L2(D) — H?(D)
es un operador acotado, entonces ||, — 9117 ) = llo2(Fu = Az o) < Cllfu — Flz2o)
para algin C' > 0, de lo cual se sigue que g, — g en ES(D). Notemos lo siguiente

d? d?

ODggn:d2<I2a Iafn( )) d2

—— (L2 fn) = fus

teniendo en cuenta que el operador (D¢ : C¢(D) — L*(D) se extiende de forma continua
a un operador de H(D) a L?(D) (ver Lema 2.8), si tomamos n — oo se tiene que
oD%g = f = (DS%u, y por tanto hemos encontrado que

u(w) = = o I3 f + (oI5 f)(1)2*, (3.1)

es solucién del problema (1.1) cuando ¢ = 0, lo cual se verifica de forma directa por el
Teorema 2.3 y teniendo en cuenta que (D%x*~! = C dgx = 0, para alguna constante
C>0.

Ahora vamos a conseguir una forma variacional para el problema (1.1) cuando el po-
tencial ¢ = 0. Tome v € C°(D) entonces tomando una sucesién (g,) C C¢(D) tal que
gn — g y realizando integracion por partes se tiene que

(oD5u,v) = (oD (= o I3f + (o13)(1)2° "), v) = —(¢D3g, v) = — lim (,D5g,,v)

_ 1’ d2 ]2 a o 1/ d ]2—04 /
== Jim | o5l gn) v ) = i { (0 ) v

= lim (ODg_ Gny V).

n—oo

Como g, € CF(D) entonces su extensién por cero en (—oo, 0] estd en H'(—oo, 1) por tanto
gn € Hi (D). De los Lemas 2.11, 2.2 y el Teorema 2.6 se sigue que

ln (05 g ) = lim (o127 (g0),) = lim (o122, 1} /%)

n—oo

= lim (,D%/%g,, — ,D*v) = —(,D3"%g, . D}?v).

n=350
En consecuencia se tiene que
(oD v) = (D9, . D).
Por otro lado, usando 3.1 obtenemos
(0D%u. , DY*0) = (40529, . DY0) + (o 12 () (o D22, DY),

ol'(a) _«a/2—1
ar(e+n” /

De un calculo directo se tiene que ,D%/2z°~1 = =: cox®/*71. Por el Lema
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2.2 se consigue que
(ODg/Ql,oz—l D?/z?}) — (caxoc/2 1 [1 a/2 /) _ (Ca 0[910—04/21,04/2—1’1}/)

=" <g> (1,v") = 0.

’x

De esta forma se concluye que

—(yD%u,v) = —(,D?u, ,D?v) =: A(u,v).

Por tanto se ha conseguido la formulacién variacional del problema (1.1) cuando el
potencial ¢ = 0. Este problema variacional consiste en encontrar un u € U := H®/ 2(D)
que satisface

A(u,v) = (f,v),  paratodo v e U.

Por el Teorema 2.7 se tiene que el operador A(-,-) es un operador continuo en el espacio
de Banach U. Con el Lema 3.2 se demuestra la coercitividad del operador A(-,-) y del
teorema de Lax-Milgram se sigue de inmediato que nuestro problema variacional tendra
solucién tinica para cada f € L*(D). Procedamos entonces a demostar la coercitividad del
operador A,

Lema 3.1 (Coercitividad de A(u,v)). Sea a € (1,2). Entonces existe una constante
positiva ¢ = c(a) que satisface

c|ul|% ( D%, DSy ) — A(u,u) para cada u € H*?(D). (3.2)

Ha/2(D)

Demostracién. Sea u € H®/ 2(D), usando la extensién continua 2.5 de las derivadas de
Riemann-Liouville en H*/2(D) y teniendo en cuenta que F es un operador lineal unitario
se sigue que

(05", DY) = ()P F@) ), (i) *F (@) ()
= [ (i) =) F (@) () P (3.3)

Una observacion rapida nos permite establecer que

exp (—za—z’r) (—iw)e/2 if w >0,
exp (z%) (—iw)*/?2  ifw<0.

Como u es una funciéon real valuada entonces, de las propiedades de la transformada de
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Fourier, se tiene que F()(w) = F(u)(—w) y realizando un cambio de variable se consigue
que 3.3 es igual a

0 . [o SR
| el lF @ @)Pdo+ [ e ol F @) w)
- (0‘2”> / Wl F (@) () 2.
Por tanto hemos probado la identidad

( D2y, DSy ) = Cos <a2 ) ]u\HW (®)- (3.4)

Por el Teorema 2.6 el encaje H*/2(D) < L2(D) es compacto, si suponemos que no se
cumple (3.2) entonces podemos garantizar la existencia de una sucesion (u;) C H*/%(D)
la cual es convergente a cierto v € L*(D) y satisface que ||uj||ﬁa/2(p) =1y

il ooy > =i (6052w, . DY ;) (3.5)

Por (3.4) y (3.5) se tiene

~1 1
fm - = 0. (3.6)

li
cos(G) =00 j

lim (,D%/%u;, ,D}*u;) <

; ~ 12 o
lglolo [3lbrer2) = cos( ) j—o0 -

Como consecuencia de la desigualdad triangular en la norma de L?*(R) se sigue que la
seminorma | - | me/2(ry Satisface la desigualdad triangular y por tanto tenemos que

|ty — @kl [Fare @y = 135 — 72y + |8 — Uk Har2 g

<l — @72y + |81 Frar2 gy + |@k[Farz@) — 0

cuando j, k — oo, en consecuencia la sucesién (i;) es de Cauchy en H%/2(R), por tanto
converge a algin w € H*?(R). Ahora note que

l|w = 0| 2@y < ||w — ]| L2m) + ||%; — 0|[z2) = 0 cuando j — oco.

En consecuencia se tiene que w = ¥ y de esta forma tenemos que u; — v en H*/2(D).
Usando la convergencia demostrada se observa que

191y 10 102y = 0 11751y = 10y = 1930y 003
teniendo en cuenta (3.6) se sigue que ‘ﬂ‘%a/Z(R) = }HEO | |Ha/2 (®) = 0y por tanto |[|w|*/2F (8) (w)]| 2 r) =
0 de lo cual se obtiene |w|*?F(?)(w) = 0. Del teorema de Plancharel se sigue que

0 =||F(?)||r2m) = ||9]|r2@m) ¥y asi v = 0 lo cual es un absurdo, ya que habiamos dicho que
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HujHﬁaﬂ(D) =1 [

3.2. Existencia y unicidad de la solucién

En esta seccién se usa los razonamientos desarrollados en la Seccién 3.1 para conseguir
la forma variacional del problema (1.1) en el caso de un potencial ¢ € L*°(D) no necesa-
riamente nulo. Al final de la seccién se demuestra que, bajo ciertas condiciones para este
potencial, se obtiene la unicidad de la solucién en el problema débil como una consecuencia
directa de la coercitividad del operador A y el teorema de Lax-Milgram.

Ahora retomemos el caso en el que ¢ # 0. Vamos a tomar una funcién v € C°(D),
suponga por un momento que u € H*(D). Entonces de la ecuacién en el problema (1.1)
se tiene que

_(ODgu’U) + (qu7 U) = (f,U).

Dado que C*°(D) es denso en H*(D), se puede tomar una sucesiéon de funciones test
con soporte compacto en D denotadas por (u,) tales que u, — u cuando n — oo bajo la

norma || - ||ﬁa(D)'

Siguiendo el razonamiento desarrollado en la Seccién 3.1 y teniendo en cuenta que
H*(D) C H**(D) se consigue que

n—oo n—oo n—oo

a ’ o ¢ d2 2— o, ’ d 2— %
—(oDou,v) = — lim (,DSup,v) = — lim (de( I3 %y,), v) = lim (daj( I’ ),v’)

= lim (D2 up,v) = lim (o 127(uf), 0)

n—o0
3 @ 1-a/2 o a/2
i o). 1) = = i oD D)

= —(,D%u, ,DY*v) = A(u,v).
Obteniendo la forma débil de la ecuacion (1.1), la cual se define como,

Definicién 3.1 (Forma variacional de (1.1)). Dados ¢ € L>*(D) y f € L*(D), encontrar
un u € U := H*?(D) tal que

a(u,v) = (f,v) para todo v € U, (3.7)
donde a(u,v) := —A(u,v) + (qu, v).
Del Lema 3.2 se consigue el siguiente corolario

Corolario 3.2. Suponga que ¢ € L>®(D) y q > 0. Entonces la forma bilineal a(u,v)
definida en H*/?(D) x H*?(D) es coercitiva y continua.
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Demostracion. Dado que ¢ € L*®(D) entonces existe un C' > 0 que verifica

|(qu, v)| < Cllullrz) [0l 20y < Cllullgass o101 garz -
De la continuidad de A(-,-) en U x U se sigue que a(-, ) es continua.

Por otro lado, dado que ¢ > 0 entonces tenemos que (qu,u) > 0y de la coercitividad
de A(-,-) se sigue la coercitividad de a(-, -). O

Del Corolario 3.2 y de lo estudiado en la Seccién 3.1 se sigue el Teorema 3.3, el cual es
una consecuencia directa del teorema de Lax-Milgram.

Teorema 3.3 (Existencia y unicidad de una solucién variacional). Suponga que el poten-
cial ¢ € L>®(D) satisface ¢ > 0. Entonces para cada f € L*(D) se tiene que existe una
inica solucion uw € U que satisface el problema variacional (3.7). Mas ain, para algin
C > 0 independiente de u y f se tiene que

lullo < ClIfllz2p)-

De la existencia de una solucion explicita para el problema (1.1) cuando ¢ = 0 se sigue
el teorema de aumento de la regularidad para una solucién variacional de (1.1) para un ¢
acotado y positivo.

Teorema 3.4 (Aumento de regularidad en la solucién). Con las mismas suposiciones
sobre q presentadas en el Teorema 3.3, si f € L*(D) entonces la solucién u del problema
(3.7) estd en H*'*A(D) N H*?(D) para cualquier B € (1 — a/2,1/2) y satisface que

[ul| ga-1+8(py < C|f]|z2(D)-

Demostracion. Considere f = f — qu. Por el Teorema 3.3 se tiene que u € ﬁa/Q(D),
ademds g € L>=(D) por tanto qu € L?(D). De la identidad 3.1 y de 3.3 se sigue que

i(r) = — 01'?]?(33) + (olgf)(l)iﬂa_l

es la tnica solucién para el problema (3.7) con potencial nulo y fuente f . Ahora observe
que

A

(f,v) = (f,v) = (qu,v) = a(u,v) — (qu,v) = A(u,v),
de lo cual se sigue que u = .

Dado que @ > o — 1 + 8 para cada 8 € (1 — «/2,1/2), entonces del Teorema 2.6 se
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tiene que el encaje HY(D) — H* (D) es compacto, con lo cual conseguimos que

| o[ngHa—Hﬁ(D) < G| ofngH“(D) = Ci(]| OIng%?(D) + |ofgfﬁ{a(p))l/2

—_~—

< C1 (151 + 12 e ey = Cillo T3l

Para cierta constante C; > 0. Del Lema 2.9 se tiene que el operador (I¢ : L?*(D) — ﬁg(D)
es acotado, teniendo en cuenta la desigualdad dada por el Teorema 3.3 y que ¢ € L*>(D)
conseguimos la cota

oI F || o480y < Coll fllz2(0)s
para alguna constante Cy > 0.

Por el Corolario 2.10 se tiene que z%~! € H* 1*#(D) y por tanto se sigue la siguiente
cadena de desigualdades

125/ arss(py = [|2°7H o100y (oI5 F) (D)

1.
<G| [ 0= dt] < Cull o

para algunas constantes C5,Cy > 0, de esta forma hemos conseguido

lull o145y < C5][f1L2(D)

para alguna constante C5 > 0, como se queria. O

3.3. Conclusiones

En este trabajo se estudio la formulacién variacional de un problema con derivadas de
Riemann-Liouville, obteniendo resultados de existencia, unicidad y regularidad de la so-
lucién variacional sin la Suposicion 4.1 de [21], y se discutieron las conexiones entre el
problema estacionario (1.1) y el evolutivo (1.4).

Cabe destacar que existe una version de la desigualdad de Poincaré para la derivada de
Riemann-Liouville (Teorema 3.7 de [33]), que permite obtener la coercitividad del operador
a cambiando la hipotesis ¢ > 0 por ¢ > —C', con C' > 0 dependiendo de la constante de
Poincaré. Esto garantiza la estabilidad del problema evolutivo (1.4) incluso cuando ¢ es
negativo.

Finalmente, el Teorema 3.4 muestra un aumento de regularidad en la solucion variacio-
nal, aunque menor que en modelos clasicos (ver Teorema 8.10 de [18]).
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