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Resumen

En este trabajo se demuestra con detalle los resultados conseguidos en [I] relacionados a la
existencia, unicidad, regularidad, acotamiento y estabilidad de la solucién al siguiente sistema
de Quimiotaxis-Navier-Stokes con cinéticas de tipo Lotka Volterra en R?:

(n)e+u-Vny =Any — xaV - (nmiVe) + pini(1 — ny —aing) en Q x (0, 00),
(n2)t +u-Vng = Ang — x2V - (naVe) + pana(l — agng — ng) en Q x (0, 00),
¢t +u-Ve=Ac— (any + fnz)c en © x (0,00
ug + (u-V)u=Au+ VP + (yn1 + dnza)Veo, V-u=0 en Q x (0, 00),

Oyn1 = Opyna =0ye=0u=20 en 0 x (0,00),

ni(-,0)) :==ni0, n2(-,0)) :=mnayp, ¢(-,0) :=cop, u(-,0) :=ug  en .

Este sistema modela la concentracién de las especies ni, ny cuando interactiian con un quimi-
co quimioatrayente ¢, asumiendo un campo vectorial de velocidad u. Ademéas durante este
trabajo exploraremos el significado de cada término y variable del modelo de Quimiotaxis
previo y desarrollaremos una concisa revision preliminar de las diversas ramas de las ma-
tematicas usadas bajo el contexto del estudio de nuestro sistema de interés, mostrando la

diversa teoria subyacente en el estudio de las Ecuaciones Diferenciales Parciales.

Palabras clave: Quimiotaxis, ecuacién de Navier-Stokes, cinética de tipo Lotka Volterra,

existencia, unicidad, regularidad, acotamiento, estabilidad.



Abstract

In this paper we demonstrate in detail the results obtained in [I] related to the existence,
uniqueness, regularity, boundedness and stability of the solution to the following Chemotaxis-
Navier-Stokes system with Lotka Volterra type kinetics:

()t +u-Vny =Any — x1V - (mVe) + ping (1 — ny —agng) in Q x (0, 00),

(n2); +u-Vna = Ang — xaV - (naVe) + pana(l — agny — ng) in 2 x (0, 00),

¢t +u-Ve=Ac— (any + pna)c in  x (0,00),

u + (u-V)u=Au+ VP + (yn1 + dn2)Vep, V-u =0 in  x (0, 00), (0-2)
Oyni = Oyng =0pe=0u =0 on 99 x (0, 00),
n1(:,0)) :=n10, n2(+,0)) := n2p, c(-,0) :=co, u(-,0) :=up  in Q.

This system models the concentration of nq,n9 species when interacting with a chemoat-
tractant chemical ¢, assuming a velocity vector field u. In addition during this work we will
explore the meaning of each term and variable of the previous Chemotaxis model and develop
a concise preliminary review of the various branches of mathematics used under the context
of the study of our system of interest, showing the diverse theory underlying the study of
Partial Differential Equations.

Keywords: Chemotaxis, Navier-Stokes equation, Lotka Volterra type kinetics, existence,

uniqueness, regularity, boundedness, stability.
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Capitulo 1

Introduccion

Durante el siglo XX se dio un avance sin precedentes en el entendimiento de las Ecuaciones
Diferenciales Parciales ( desde ahora EDP’s), en cierta forma provocado por la madurez
alcanzada en el Anélisis Funcional por parte de la escuela matematica de Ledpolis durante
los anos 30’s y 40’s del siglo pasado, en donde destaca en sobremanera el trabajo realizado
por Banach, sentando las bases del Andlisis Funcional con su tesis doctoral [I7] y realizando
grandes avances en conjunto con Steinhaus, Ulam, Kuratowski, entre otros.

Las EDP’s han demostrado ser un instrumento de gran importancia para el desarrollo de
la humanidad, modelando fenémenos de la fisica, quimica y biologia, ademdas en si mismas
representan un entorno matematico fértil en investigacion que contiene grandes retos como
la resolubilidad de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Resultan particularmente ttiles las EDP’s en la comprensién de diversos procesos biolégicos
e interacciones entre seres vivos, ejemplos de ello yacen en los trabajos de Alfred J. Lotka en
1910 con su modelo de cazador-presa [18] o los diversos sistemas de Quimiotaxis entre los cua-
les se ha conseguido implementar diversos métodos numéricos gracias a las soluciones clasicas
demostradas en dichos modelos [19], entiéndase la Quimiotaxis como el fenémeno por el cual
el movimiento de las células es dirigido en respuesta a un gradiente quimico extracelular, de
esta manera las células logran migrar a entornos maés favorables para su subsistencia, dicha
particularidad fue inicialmente observada en el siglo XIX por los bidlogos T.W. Ergelmann
(1843-1909) y W.F. Pjeffer (1845-1920) los cuales descubrieron bacterias migrando a lugares
con un gradiente superior de oxigeno, ver [20] para més detalles.

Un sin ntmero de procesos fisiologicos estan estrechamente ligados a la Quimiotaxis, tales
como el reclutamiento de células inflamatorias en sitios de infeccién, el desarrollo de algin
organo durante la embriogénesis y la evolucién del Cancer, ya que la migracion celular resulta



ser un componente esencial en la diseminacién de células tumorales desde un tumor primario

a sitios distantes a él, para mas detalles ver [15], [16].

Ademas, el fenémeno de la Quimiotaxis resulta particularmente interesante desde el punto de

vista matematico, ya que, como veremos a continuacién, necesariamente quedan involucradas

Ecuaciones Diferenciales que representan retos histéricos como lo es la Ecuacién de Navier-

Stokes, en este trabajo nos centramos en el modelo de Quimiotaxis-Navier-Stokes con cinética

competitiva de tipo Lotka Volterra:

¢t +u-Ve=Ac— (any + fng)c
u + (u-V)u=Au+ VP + (yn1 +dn2)Veo, V-u=0

Oyl = Opyno = 0pc=0u=0

(0,00)
(n2)e +u-Vng = Ang — x2V - (naVe) + pang(l — agny —ng) en Q x (0, 00),
(0,00)
(0,00)

(n)r+u-Vny =Any — xaV - (nmiVe) + pini(1 —ny —aing) en Q x (0, 00),

ni(-,0)) :==n10, na(-,0)) :=nayg, c(-,0) := co, u(-,0) :=ug en .

Donde n1,n9 corresponden a la concentracién de dos especies de microorganismos, c se refiere

a la concentracién de un fluido quimiotrayente, u es el campo vectorial de la velocidad del

fluido el cual es modelado por una ecuacion de tipo Navier-
Stokes donde P es la presion y V¢ es la fuerza gravitacio-
nal. Debido a la gran importancia biolégica que tiene la
implementacién de la Ecuacién de Navier-Stokes en la Qui-
miotaxis, muchos mateméticos han realizado inumerables
aportes a modelos de tipo Navier-Stokes dejando de lado la
cinética competitiva de tipo Lotka Volterra de esta manera
el articulo [I], el cual estudiamos en este disertacién, resul-
ta bastante novedoso, teniendo en cuenta que es una de las
pocas investigaciones que abordan este problema tomando
dos especies con una interaccion de tipo Lotka Volterra,
lo cual nos indica una competencia entre estos organismos
por cierto fluido quimioatrayente el cual puede asociarse a
algin tipo de alimento o sustancia indispensable para la
supervivencia de estas especies.

Una de las motivaciones biolégicas del modelo de
Quimiotaxis-Navier-Stokes para una especie (y en conse-
cuencia sin competencias cinéticas) se encuentra en [60] en
donde se realiza un experimento en el cual la bacteria Ba-
cillus subtilis se encuentra suspendida en una gota de agua
que se encuentra entre dos portaobjetos con separacién de

Figura 1-1: Bacillus subtilis en
una gota de agua.



1 mm y el volumen de bacterias en esta gota de agua ocupa un 1% del volumen total, ver
ﬁgura En un principio la distribucién de esta bacteria es homogénea como se observa en
la figura A, sin embargo, se observa que dicha concentracién de bacterias evoluciona con
el tiempo, algunas de estas bacterias se dirigen hacia arriba de la gota en busca de oxigeno
como se observa en la figura B, mientras otras se quedan sin oxigeno y quedan inactivas
como se observa en la figura [I-1] C. Por otro lado el oxigeno se difunde a través de la gota de
agua por medio de la superficie y dado que las bacterias son un 10 % mads densas que el agua
entonces se crearan perturbaciones en la concentracién de bacterias existente en la superficie
de la gota como se observa en la figura D, posteriormente se forman conglomeraciones
densas en bacterias que se mueven lateralmente a través de la superficie curvada de la go-
ta, dicho fenémeno lo podemos observar en la figura E. Gracias a este movimiento del
oxigeno en la gota de agua las bacterias constantemente se estardn oxigenando, incluyendo
aquellas bacterias inactivas las cuales participarian en el patrén expuesto como se muestra

en la figura F.

Del anterior experimento se propone en [61] el modelo

¢t +u-Ve— D.Ac=—nkf(c),
ne+u-Vn—D,Vn=—xV-[nr(c)Vd,
p(us +u-Vu) + Vp —nAu +nVe = 0,
V- u.

(1-2)

Donde n denota la concentracion de bacterias, ¢ la concentracién del fluido quimioatrayente
(en el caso del experimento realizado en [60] dicho fluido serd el oxigeno), u denota el campo
vectorial de velocidad del fluido el cual se asume incompresible con la suposicién V - u, ob-
servar que dicha incognita u debe satisfacer a una ecuacién de tipo Navier-Stokes donde p es
la presion, n es el coeficiente relacionado a la viscocidad del fluido y V® representa la fuerza
gravitacional. Note la similitud con .

Motivados por el modelo previo que describe al fendmeno observado en el experimento rea-
lizado en [60], muchos investigadores realizaron grandes esfuerzos en demostrar la existencia
de dicho modelo (y de similares, como el que estudiamos en este trabajo), por ejemplo Duan,
Lorz y Markowich fueron los primeros en demostrar la existencia global de soluciones débiles
a los problemas de Cauchy de bajo algunos supuestos de pequenez en la funcién relacio-
nada a la gravitacién (también llamada funcién del potencial) y a los datos iniciales, ver [63].
Posteriormente Liu y Lorz en [62] removieron dichas suposiciones y obtuvieron resultados de
existencia global de soluciones débiles con grandes datos. Ademés Winkler en [54] consigui6 la
existencia de una Unica solucién clésica global con una cantidad arbitraria de datos iniciales
en un dominio convexo 2 C R2. Por otro lado Lankeit en [51] obtuvo soluciones globales,
acotamiento y comportamientos asintéticos a las soluciones de . Para el caso en el que

!Esta imagen se obtuvo de la referencia [60]



estan involucradas dos especies se ha estudiado problemas que involucran cinéticas de tipo
Lotka Volterra en donde la ecuacion de la concentracion del fluido quimioatrayente es descrita
por ¢; = Ac+ any + ffny — e, los casos no competitivos (a; = ag = 0) se estudiaron en [53],
[42], [43], por otro lado el caso competitivo ha sido estudiado por Stinner, Tello y Winkler en
[44]; Black y Lankeit en]45]; también podemos encontrar un estudio del caso competitivo en
[46] y en [47].

El sistema ha tenido una serie de nuevas investigaciones desde el afio 2017, un primer
acercamiento a este modelo en concreto fue realizado por Hirata, Kurima, Mizukami y Yokota
en [1]; posteriormente Jin y Xiang estudiaron ciertos ratios de convergencia en la solucién
al modelo (1-1)) en [48]; En el 2018 Cao, Kurima y Mizukami investigaron en [49] el modelo
en el caso de tres dimensiones, encontrando soluciones Globales y un comportamiento
asintético en las soluciones; Zhang y Li investigaron en [50] el caso de general con dimensién
n, obteniendo soluciones globales.

El propdsito general de esta disertaciéon es brindar un conciso marco teérico de los resultados
establecidos en [1], ademds demostramos con todo detalle la existencia, unicidad, regularidad,
acotamiento y estabilidad de la solucién de y demostramos de manera detallada la
positividad de n1, na, ¢, todo esto en el contexto de un dominio  C R? acotado y con ciertos
resultados de regularidad iniciales.



Capitulo 2

Preliminares

Para poder abordar el modelo de Quimiotaxis-Navier-Stokes que estudiamos en este docu-
mento es necesario tener ciertos elementos matematicos provistos por la teoria de la medida y
el analisis funcional como son los Espacios LP, Espacios de Sobolev y varios resultados y esti-
mativas a los mismos. De igual manera, realizamos una incursién por la teoria de Semigrupos
y el estudio de algunos operadores acotados que son necesarios en nuestro modelo. Ademas,
presentamos algunos resultados de la Teoria de las Ecuaciones Diferenciales Parciales a Pro-
blemas de tipo parabdlico para abordar propiedades de existencia, unicidad, regularidad,
positividad y estabilidad al modelo de Quimiotaxis-Navier-Stokes.

2.1. Teoria de la Medida

En esta seccién presentamos algunos elementos de la teoria de la medida con el objetivo
de definir la integral de Lebesgue para funciones en R™ con codominio R, esto debido a
que en nuestro modelo constantemente vamos a estar usando varios espacios de funciones
que facilitan el estudio de las ecuaciones diferenciales y dichos espacios estan directamente
relacionados con la integral de Lebesgue y demas conceptos de la Teoria de la Medida, se
recomienda al lector consultar las referencias [2] y [I1] para més detalles.

2.1.1. Espacios de Medida y conjuntos de Borel

Definicién 2.1.1. (oc—4lgebra)
Considere X un conjunto no vacio y . una coleccién de subconjuntos de X. Decimos que

A es una o-algebra de X si verifica las siguientes condiciones:

l.oed.

2. Si E € M, entonces E€ € M.
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o
3. Dados {E;}°, C M, entonces U E;e /.
i=1
Ademsds, en el caso de que . sea una o-algebra de X, diremos que el par (X, ) es un
Espacio Medible.

Con la cual podemos introducir la definicién de medida:

Definicién 2.1.2. (Medida)
Sea X un conjunto no vacio y 4 una oc—4élgebra dada, decimos que la funcién p : M — [0, 00|
es una Medida de (X, .#) si satisface las siguientes condiciones:

1. u(@)=0.

e.9] oo
2. Si{E;}2, C M es una sucesién de conjuntos disjuntos, entonces ,u(U E;) = ZM(Ez)
i=1 i=1
Definicién 2.1.3. (Espacio de Medida)
Definimos el Espacio de Medida como la tripleta (X, ., ), donde X es un conjunto no vacio,
M es una o—algebra de X y p: M — [0, 00] es una medida para (X, #), respectivamente.

Dado un espacio de medida (X, ., ), diremos que A € ./ tiene medida cero si y solo si
u(A) = 0. Ademsds, afirmamos que una propiedad se cumple casi en toda parte (c.t.p) de X
cuando dicha propiedad se cumple en X excepto en un conjunto de medida cero. Ahora, con
la definicién de o—algebra dada, también podemos introducir los Conjuntos de Borel en R",
el cual nos permitirad definir funciones que puedan ser integrables (en el sentido de Lebesgue)
y, en consecuencia, definir los Espacios LP.

Definicién 2.1.4. (0—4élgebra de Borel en R")

Definimos la o—algebra de Borel en R", denotada por &,, como la menor o—algebra que
contiene a todos los conjuntos abiertos de R”. Los elementos de %, son conocidos como
conjuntos de Borel o Borelianos.

2.1.2. Integral de Lebesgue

A continuacién introducimos algunos elementos necesarios que nos permitiran definir la in-
tegral de Lebesgue (para una funcién no negativa). Esta es construida a través del supremo
de las sumas inferiores de Lebesgue.

Definicién 2.1.5. (Particién)
Sea (X, ., ) un Espacio de Medida, diremos que {41, A, ..., A} C A es una Particién de
n

X, si ella es una coleccién disjunta y verifica U A = X.
i=1
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Definicién 2.1.6. (Funcién Medible)

Sea (X, ., ) un Espacio de Medida. Diremos que el mapeo f : X — R es una Funcién
A —Medible, si dado un conjunto de Borel B tenemos que f~1(B) € /.

En caso de ser clara la o—4&lgebra en nuestro contexto, nos referiremos simplemente a una
Funcién Medible.

Definicién 2.1.7. (Suma inferior de Lebesgue)
Sean (X, ., ) un Espacio de Medida, P = {A, Ag, ..., Ay} una particiéon de X y f : X —
[0, 00] una funcién medible, entonces definimos la Suma Inferior de Lebesgue como:

L(f,P) =) u(Ai)inf f.
i=1 ’

Definicién 2.1.8. (Integral de Lebesgue con codominio no negativo)
Sean (X, , 1) un Espacio de Medida, f : X — [0, co] una funcién medible, entonces defini-
remos la Integral de Lebesgue como:

/fd,u =sup{Z(f,P) : P es una particién de X }.

Con la siguiente definicién se puede generalizar el concepto de Integral de Lebesgue para
funciones con codominio real.

Definicién 2.1.9. (f*,f7)
Supongamos que f : X — [—00, 00| es una funcién medible. Definimos las partes positivas y
negativas de f como las funciones medibles f*, f~ : X — [0, 00| dadas por

_ ) f(@) sif(z) =20,

@) = { 0 si f(z) <0,
o si f(z) >0,
Jm(@) _{ “f(x)  sif(x) <O.

En tal caso, notemos que

f@)=f"(2) - (2).

Definicién 2.1.10. (Integral de Lebesgue de una funcién con valores reales)
Asumamos que (X,.#,pn) es un espacio de medida y f : X — [—00,00] es una funcién

A —medible tal que / fTdu es finito o / f~du es finito. Definimos la integral de Lebesgue

[ tin= [ frau= [ rdu.

Diremos que una funcién f : X — R es integrable, si /\f\ < 0.

de f a través de la igualdad
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2.1.3. Medida de Lebesgue

Vamos a construir la medida de Lebesgue en R™. Para ello, introducimos la medida de Le-
besgue para n = 1 y luego la vamos a generalizar a R con n > 1. Consideremos un intervalo
abierto I, la longitud de dicho intervalo es definida como sigue:

Definicién 2.1.11. (Longitud de un intervalo)

Definimos la longitud de un intervalo como un mapeo denotado por £ de los intervalos abiertos
de R a [0, 00] que verifica £(@) = 0, £(a,b) = b — a con a,b € R tal que a < b y para todo
intervalo infinito I tendremos que #(I) = oc.

La siguiente definicién nos permite generalizar el concepto anterior a un conjunto arbitrario:

Definicién 2.1.12. (Medida exterior)
Sea A C X, definimos la Medida Exterior de A como:

oo oo
A(A) = inf {ZE(I;C) : Iy es un intervalo abierto en R tal que: A C U Ik}.

k=1 k=1
La Medida Exterior en general no es una medida (a pesar de su nombre) ya que puede ocurrir
que para cierto par de conjuntos disjuntos A, B C X se verifique que A(AUB) # A(A)+ A(B)
(Teorema 2.18, pag 21 [2]). Sin embargo, en (R, %)) ella es aditiva (Teorema 2.66, pag 50
[2]). Mas atin, bajo el contexto de (R, %)) en efecto es una medida, (Teorema 2.68, pag 51
[2]), particularmente a la medida exterior en los conjuntos de Borel %, la definiremos como
la medida de Lebesgue en R. A continuacién definimos la medida de Lebesgue para R™ con
n > 1.

Definicién 2.1.13. (Producto de dos o—algebras)
Supongamos que (X,S) y (Y,T) son dos Espacios de Medida. Definimos la o—&lgebra pro-
ducto, denotada por & ® I, como la menor c—algebra en X X Y que contiene al conjunto:

{AxB: AcS, Be T}

La siguiente proposicién la cual nos serd ttil para definir el dominio de nuestra medida de
Lebesgue para R".

Proposicion 2.1.14. B, ® B, = Bpim.

Definicién 2.1.15. (Medida de Lebesgue para R™)
La medida de Lebesgue para R” la denoraremos por A, y la definiremos de manera inductiva
como

)\n - )\n—l X >\17

donde \; es la medida de Lebesgue en (R, %;).
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A partir de ahora, a menos que se especifique lo contrario, asumiremos que R™ esta dotado
de la Medida de Lebesgue y para cada funcién f : R” — R medible (en el sentido Lebesgue),
la expresién [ f denotard la integral bajo la medida de Lebesgue.

Definicién 2.1.16. (Funcién caracteristica)
Sea £ C R™, denotaremos a la funcién caracteristica de E por yg(z) y tendrd valor igual a
lsize Ey0siz ¢ E.

Finalmente, para todo conjunto Lebesgue medible 2 C R™ denotamos / f= / fxa- A con-
Q

tinuacién, presentamos un resultado clasico que serd vital en la demostracion de estimativas
tutiles para la estabilidad de nuestro modelo.

Teorema 2.1.17. (Teorema de la Convergencia Dominada)
Supongamos que (X,S,u) es un Espacio de Medida, f : X — [—o0,00] es §—medible y
{fr }ren una sucesién de funciones & —medibles tales que

Jim fi(x) = f(z)

c.t.p en X. Si existe una funcién &—medible g : X — [0, 00| tal que

/gdu <oo y |fe(z)] < g(x) ct.pen X,

para todo entero positivo k, entonces

lim /fkd,u:/fdu.
k—o0

2.2. Elementos preliminares del analisis en R"

A continuacién presentamos una coleccién de definiciones y resultados que utilizaremos cons-
tantemente en el planteamiento de nuestro modelo y en el estudio del mismo. Aconsejamos
al lector consultar referencias como [6] y [14] para més detalles.

Vamos a denotar por B,(c) € R™ como la bola abierta con centro en ¢ y radio r > 0.
Denotaremos por C*(Q), donde k es un entero no negativo, al conjunto de funciones definidas
en {2 que son continuas y diferenciables hasta la derivada de orden k. Asi mismo, introducimos
la notacién C*°(2) la cual, de manera natural, denota al conjunto de todas las funciones
definidas en £ que son infinitamente derivables e infinitamente continuas. Usualmente nos
referiremos a dichas funciones como funciones suaves. Ademas, si sobreentendemos cudl es el
dominio de dicha funcién, entonces simplemente denotaremos a estos conjuntos de funciones
como C* y C'°, respectivamente.
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Durante el estudio de nuestro modelo, constantemente usaremos operadores clasicos, como
el operador de Laplace, el operador divergencia y el gradiente, los cuales definimos a conti-
nuacién. El operador de Laplace, denotado por A, opera sobre funciones de clase C? de la
siguiente forma: si u: Q — R con 2 C R" es de clase C?, entonces

Pu 0% 82u

Au = 8x2+82+ ax%'

Similarmente, tenemos el operador de divergencia, el cual denotaremos por V-. Este operador
estd definido sobre campos vectoriales u : 2 — R™ diferenciables y esta dado por

Veuwi=—+—+-+ —.

Ademsds, utilizaremos constantemente el operador gradiente, el cual opera sobre funciones
u : £ — R derivables de la siguiente forma

b
Vu:= | 7

2.2.1. Fronteras de clase C* y derivadas exteriores

Definicién 2.2.1. (Dominio)
Decimos que 2 C R™ es un Domino si es abierto y conexo, si adicionalmente ) es acotado
entonces nos referiremos a este como un Dominio Acotado.

Definicién 2.2.2. (Fronteras de clase C*)

Diremos que 0N es de clase C*, k € N, si para cada punto z°

€ 01}, existe r > 0 y una
funcién v : R*~! — R tal que sobre reescritura y reorientacién de ejes coordenados, de ser

necesario, tenemos que
QN B, (%) ={z e B(z"r): z, >~(z1,22, ..., 2n_1)}.

En caso de que k = oo, naturalmente diremos que 952 tiene frontera suave o que es de clase
C’OO
Asi, de manera intuitiva, diremos que una frontera es de clase C¥, si es la grafica de una

funcién de clase C*.

Definicién 2.2.3. (Campo vectorial unitario normal exterior)

1. Sea © de clase C', definimos el campo vectorial unitario normal exterior como un

v=(v',..,v") tal que v(z) es unitario y normal a cada punto z € 5.
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2. Sea u € C1(Q2). Diremos que

es la Derivada Exterior de wu.

2.2.2. Teorema de Gauss-Green, Integraciéon por Partes y Férmulas de
Green

A continuacién presentamos tres teoremas clasicos que utilizaremos mas adelante en este
documento. Si el lector busca familiarizarse con los mismos sugerimos consultar el libro [14].
En lo que sigue, consideramos 2 C R™ un subconjunto acotado y abierto tal que la frontera
09 es de clase C*.

Teorema 2.2.4. (Teorema de Gauss-Green)
SiueCHQ)ei=1,2,..,n, entonces

/umidm:/ ur'dS.
Q a0

Teorema 2.2.5. (Integracién por Partes)
Siu,v€CHQ)ei=1,2,..,n, entonces

/umiv dr = —/ UV, d:):—l—/ uvr' dS.
Q Q o0N

Teorema 2.2.6. (Férmulas de Green)
Sean u,v € C?(£2). Entonces,

/Audx—/ —dS
BQ
ov
2./Dv-Dudx:—/uAvd$+/ —u dSs,
0 0 o0 Ov

3./uAvaud93: u@f 8—ud5’
Q ov ov

2.2.3. Convoluciones y suavizacion

En esta subseccion introducimos el concepto de convolucién que resulta particularmente til
para caracterizar el Semigrupo del Calor por medio de una integral que involucra el ntcleo
del calor, como se verd mas adelante. Ademas, las convoluciones nos brindan una forma de
suavizar funciones via Mollifiers, herramienta necesaria para el estudio de las soluciones a
problemas de valor inicial y/o de frontera que involucran ecuaciones diferenciales parciales,
el lector podra encontrar informacién més detallada acerca de este tépico en [I1] y [59]. Para
comenzar, consideremos a {2 C R™ un conjunto abierto y elijamos € > 0. Denotamos a ().

como sigue

Q. :={z e Q: dist(z,00) > e}.
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Definicién 2.2.7. (Mollifiers)

1. Definamos n € C*°(R"™) con

1
Cexp <> si|z| <1,

0 si |z| > 1,
donde la constante C' > 0 es tal que [, ndz = 1.

2. Para cada € > 0, definimos

Ne(z) := ginn (g) :

el cual llamaremos el Mollifier estdndar. Las funciones 7. son de clase C'*° y satisfacen
/ Ne de = 1.

Si f:Q — R es una funcién integrable en & C R” y g : R® — R una funcién acotada y

Definicién 2.2.8. (Convolucién)

localmente integrable, entonces el producto convolucién de f y ¢ es la funcién f x g en Q2
definida por

f*g(x) = /Q f(& - y)g(w)dy.

Intuitivamente una convolucién entre dos funciones f y g describe la cantidad de solapamiento
que hay entre g al desplazarla sobre f. Esto motiva la definicién de Mollificacién, la cual es
interpretada como una forma para “suavizar” funciones.

Definicién 2.2.9. (Mollificacién)
Sean f : ) — R una funcién localmente integrable y € > 0. Definimos la Mollificacién sobre
Q. dada por

fe=mnxf.

En esta breve familiarizacion con definiciones y teoremas que constantemente usaremos, ob-
servamos ciertos operadores y conjuntos de funciones, nociones que abordaremos con una
mayor profundidad en la siguiente seccion.

2.3. Topicos previos de Analisis Funcional

Con el objetivo de realizar un estudio sobre los espacios de funciones introduciremos algunas
nociones del Anélisis Funcional. Antes de ello, es importante notar que cuando nos referimos
al campo F nos referimos a R o C. Recomendaremos al lector consultar las referencias [12] y
[13] para mas detalles.
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2.3.1. Espacios Normados, Normas equivalentes y Espacios de Banach

Definicién 2.3.1. (Norma)
Sea (X,+,-) un F—espacio vectorial. Una norma sobre X es una funcién || - | : X — R
satisfaciendo las siguientes condiciones:

» Paracada Ay z € X, ||\ z| = [Nz
» Paracadaz € X, [|z]| >0y ||z =0< z =0.

» Para todo z,y € X, tenemos la desigualdad triangular
[z +yll < [l + [lyll-

Observemos que, en la primera condicién de la definicién anterior, si F = R, entonces |-| : F =
R — R sera el valor absoluto. Por otro lado, si F = C, entonces |- | : F = C — R representa
el modulo de los nimeros complejos.

Definicién 2.3.2. (Espacio Normado)
El par (E,| -||) es un espacio normado, donde (E,+,-) es un F—espacio vectorial y || - || es
una norma definida sobre F.

Es importante notar que los Espacios Normados permiten crear una conexién entre el dlgebra
y el analisis gracias a la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.3. (Métrica generada por una norma)
Si (E,| - ||) es un Espacio Normado, entonces la funcién d : E x E — R, definida por

es una métrica de FE.

Asi, por la proposicién previa, conseguimos que (E, d) sea particularmente un Espacio Métri-
co. Esto nos permite utilizar en £ conceptos y resultados de los Espacios Métricos. Tal métrica
d es conocida como la métrica generada por la norma || - ||. Para este tipo de métricas, es
importante senalar que ellas resultan invariantes por traslaciones y verifican un resultado de
homogeneidad. Esto es, d(A -z, X - y) = |Ad(z,y), para cada z,y € E y A € F. La anterior
observacién nos permite deducir algunos resultados que enunciaremos a continuacién y que
seran utiles cuando estemos trabajando con Espacios Normados.

Proposicién 2.3.4. Sea (E, || - |||) un Espacio Normado. Entonces,

= La desigualdad triangular invertida es verificada, esto es, dados =,y € E, tenemos que

ezl =1yl < lz = yll
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= || : F = R es una funcién continua.

= Podemos reescalar los discos en FE, esto es, dados x € E y r > 0, obtenemos las
igualdades

B,(z) =z + B,(0) = x + rB;(0),

donde B, (z) es el disco centrado en x con radio r > 0.

» Un conjunto S C E es acotado (estd contenido en algin disco) si y solo si esta contenido
en algtin disco centrado en 0.

Por otro lado, hay momentos en los que la métrica inducida por dos normas distintas de un
mismo espacio generan la misma topologia. Esto intuitivamente es lo que ocurre cuando dos
normas son equivalentes.

Definicién 2.3.5. (Normas equivalentes)

Supongamos que sobre el F—Espacio vectorial E definimos dos normas distintas || |1 y [ - [|2-
Diremos que estas dos normas son equivalentes, siempre que existen constantes ci,co > 0
tales que

allzllz < [lzflh < caflzl2-

Definicién 2.3.6. (Espacio de Banach)
Diremos que un Espacio Normado (FE, || - ||) es un Espacio de Banach si y solo si E con la
métrica inducida por la norma es un espacio métrico completo.

2.3.2. Operadores Lineales y Operadores Auto-adjuntos

Recordemos que los Espacios Normados tienen una estructura de espacio vectorial, por tanto
tiene sentido definir operadores lineales sobre Espacios Normados, por otro lado podemos
inducir una norma sobre estos operadores lineales y conseguir nuevos Espacios Normados a
partir de dichos operadores, en esta seccién introduciremos de manera formal estos espacios
de operadores, ademdas abordaremos algunos resultados claves en la teoria de Operadores
Lineales usada en el estudio de nuestro modelo, el lector puede encontrar mas detalles en
referencias como [12], [25] .

Definicién 2.3.7. (Operador lineal acotado)
Sea T : (X,] - ||x) = (Y,]| - |ly) un operador lineal, diremos que T es acotado, si dado un
conjunto acotado S C X tenemos que T'(S) estd acotado en Y.

Usualmente los dominios de un operador 7' los denotaremos por D(T).
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Definicién 2.3.8. (Operador cerrado)
Decimos que un operador T es cerrado, si dada una sucesion (z,)neny C D(T') que converge
ax € D(T) y es tal que (T'(z,,))nen converge a cierto y, tenemos que si x € D(T') entonces

T(z)=y.

Presentamos a continuacion un resultado importante para caracterizar las transformaciones
lineales acotadas.

Proposicion 2.3.9. Sea T : X — Y una transformacién lineal sobre los Espacios Normados
(X, |- llx) v (Y,] - |ly). Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

s T es una funcién continua en X.

T es una funcion continua en 0 € X.

Existe ¢ € (0,00) tal que, para cada z € X, tenemos que ||T(z)|ly < ¢||z| x.
» T'(B1(0)) es un conjunto acotado en Y.
= T es acotado sobre cualquier bola.

Definicién 2.3.10. (Norma sobre un operador lineal acotado)
Sea T : X — Y una transformacion lineal sobre los Espacios Normados (X, [|-||x) v (Y. -]lv),
con X # {0}. La norma de T es definida como:

T(x
HTH = sup H ( )HY
zeX\{0} ]| x

Observemos que el conjunto

{”T(”")”Y; :cEX\{O}}

es no vacio si tomamos X # {0}, ademas si tenemos en cuenta que 7' : X — Y un operador
lineal acotado entonces usando la proposicién previa se va a tener que dicho conjunto es
acotado en R.

Ademds, podemos mostrar que

1T} = sup [T (z)lly = sup [T(z)[y-
llzllx <1 llzllx=1
La anterior igualdad nos da una caracterizacién 1util de la norma de los operadores lineales
acotados. Todo lo anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.3.11. (Espacio de los operadores lineales acotados)
Sean (X, ||-|lx), (Y, ||-|lyv) Espacios Normados, definimos el espacio vectorial de los operadores
lineales acotados como el conjunto
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B(X,Y):={T:X — Y : T es lineal y acotado},
el cual forma un Espacio Normado dotado con la norma
T [T px,y) = T
para cada T € B(X,Y).
La definicién previa nos permite introducir los espacios duales a un Espacio Normado dado.

Definicién 2.3.12. (Espacio Dual)
Sea (X, || - ||x) un Espacio Normado sobre un campo F, entonces definimos a X* al conjunto

X*:=B(X,F):={f: X —-F: f esuna funcién lineal continua}.
Al espacio X* lo llamaremos el Espacio Dual de X.

Sabemos que el R—espacio vectorial R" puede dotarse de la Norma Euclidea ||-||2, por lo tanto,
es particularmente un Espacio Normado. Mas ain, puede probarse que cualquier norma en
R™ es equivalente a la Norma Fuclidea. Sin embargo, un hecho particular de R™ es que tiene
un producto punto, dicho producto punto motiva la generalizaciéon de los productos internos
en Espacios Normados.

Definicién 2.3.13. (Producto interno)
Sea H un F—espacio vectorial, definimos el producto punto como la funcién (-,-) : Hx H —» F
que satisface:

1. Para cada = € H, la funcién (-,z) : H — F es lineal.

2. Dados z,y € H, tenemos que (z,y) = (y, x).
3. Dado z € H, (z,xz) > 0. Ademas, (z,x) =0 < z = 0.

A la dupla (H, (-,-)) es conocida como Espacio Pre-Hilbert. Ademads, introducimos la norma
Iy = 172 'la cual es conocida como la norma inducida por el producto interno. Este
tipo de de espacios tienen una peculiaridad y es que podemos definir la nocién de angulo, en
virtud del siguiente resultado.

Lema 2.3.14. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz)
Si (H, (-,-)) es un Espacio Pre-Hilbert, entonces

Para cada z,y € H, tenemos que |[(z,y)| < ||z]/|y]-
Finalmente tenemos la siguiente definicién

Definicién 2.3.15. (Espacio de Hilbert)

Sea (H, (-,-)) un Espacio Pre-Hilbert. Diremos que (H, (-,-)) es un Espacio de Hilbert si y
solo si el Espacio Normado (H, || - [|..;) es un Espacio de Banach, donde | - [|..y representa
la norma inducida por el producto punto (-, -).
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Consideremos a H un Espacio de Hilbert real y denotemos por H* a su Espacio Dual, el
cual como ya vimos, consiste de todos los funcionales lineales definidos en H. El teorema de
Representacién de Riesz (ver por ejemplo [27]), nos muestra que todo elemento de H* tiene
la forma
u— (u,v),

para algin v € H fijo. De estd manera, podemos identificar a (u,-) con u y, por lo tanto,
H=H".

Denotemos por R(B) C H al rango de cierto operador lineal cerrado B : v — Buv cuyo
dominio D(B) C H es denso.

Definicién 2.3.16. (Operador Adjunto)
El Operador Dual o Adjunto de B denotado por B*, es aquel que su dominio D(B*) C H es

denso y satisface que
(u, Bv) = (B*u,v)

para todo v € D(B), u € D(B*). Ademas D(B*) sera el conjunto de todos los u € H tales
que el funcional v — (u, Bv) es continuo bajo la norma asociada al espacio de Hilbert H.

En caso de que B = B*, diremos que B es un operador auto-adjunto. Ademaés, un operador
auto-adjunto es definido positivo cuando (v, Bv) > 0, para cada v € D(B). Bajo estas
condiciones tenemos el siguiente lema.

Lema 2.3.17. Sean B : D(B) — H, D(B) C H, un operador auto-adjunto definido positivo
en un espacio de Hilbert H, y 0 < a < 1. Entonces,

1Bl < | Bol|*[[o[I'=* < ol Bu]| + (1 - a)]lv],
para todo v € D(B).

Los detalles de la demostracién del lema previo se encuentran en [25], pagina 99.

2.3.3. Representacion espectral y operadores fraccionados

A continuaciéon mencionaremos algunos resultados relacionados a la representacion espectral
de los operadores auto-adjuntos. Para més detalles, el lector puede consultar, por ejemplo,
las referencias [27], [28], [29].

Definicién 2.3.18. (Subespacio ortogonal)
Sea D C H un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H, definimos el subespacio ortogonal
de D como el conjunto

Dt :={ue H: (u,v) =0 para todo v € D}.
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Notemos que cualquier espacio de Hilbert H puede descomponerse como la suma directa
H=Do D
De esta manera, podemos plantear la siguiente definicién.

Definicién 2.3.19. (Proyeccién ortogonal)
Sea D C H un subespacio cerrado. Definimos la proyeccion ortogonal de H en D como el
operador P : u — Pu, donde Pu € D es tal que existe un @ € D+ satisfaciendo

u =1+ Pu.

Observemos que P siempre serd un operador auto-adjunto y positivo tal que P2 = Py || P|| <
1. Con la anterior definicién podemos considerar una familia de proyecciones. Tomemos A €
[0,00), definamos F) como el operador proyeccién, el cual proyecta a H sobre un subespacio
D, C H. Considere la familia de proyecciones {E) : A > 0} y sea Ag tal que 0 < A\g < o0.
Si para cada v € H se satisface la igualdad

Ey,v = lim Eyv.
A

4))\0
siendo esta convergencia con la norma || - ||z, entonces introducimos la notacién
E)\ = lim F by
0 A= Ao
la cual es una convergencia con la norma del operador || - || p(a,p,)-

Definicién 2.3.20. (Resolucién de la identidad)
Decimos que la familia de proyecciones {E) : A > 0} es la resolucién de la identidad I en

[0, 00), si verifica
1. EA\E, = E,FE\ = E) para 0 < A <y < 00,
2. By =5—1im, ) E) para 0 < u < A < o0,
3. BEg=0y s—limy oo E\=1.

Ahora considere B : D(B) — H un operador auto-adjunto y positivo tal que su dominio
D(B) C H es denso. Podemos demostrar ([29], I, 5.4) que existe una tnica resolucién de la
identidad {E) : A > 0} que cumple

B :/ ME,, DB)={veH: / MNd||Ey||? < oo},
0 0

a esta representacién del operador B se le denomina representacion espectral, ver ([29], VI,
5.1) para més detalles.
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Observemos que la integral que se usa en la representacion espectral es la integral de Riemann-
Stieltjes, la cual es una generalizacion natural de la integral de Riemann clasica en donde las
particiones de las sumas de Riemann son afectadas por cierta funcién integradora, en nuestro
caso E). Para mas detalles, recomendamos consultar [30]. Entretanto, esta representacién
juega un papel preponderante en la facilitacion del manejo de diversos operadores que seran
utilizados en el modelo que estudiaremos en el siguiente capitulo. Adem4s, esta representacion
nos permite introducir el concepto de operadores fraccionados.

Definicion 2.3.21. Bajo las mismas hipétesis de la definicion previa, definimos el operador
fraccionado B%, con o > 0, como

BC“::/A%E,A
0

con dominio

D(B) := {v €H: / Ned|| By < oo}
0

2.4. Espacios L?

Sean (X, #,u) un espacio de medida y f : X — R una funcién .#—medible e integrable.
Si asumimos por un momento que X = R, entonces / | f|ldu representa el drea por encima

del dominio X y por debajo de la grafica de |f|. En esta seccién vemos que esta drea puede
ser interpretada como una norma y que ciertas variaciones de dicha “area” definen normas
en espacios adecuados. Ademds, vamos a estudiar algunas propiedades de dichos espacios asi
como unas estimativas utiles que usaremos en el estudio de nuestro modelo en el siguiente
capitulo. Si el lector desea profundizar en el estudio de estos espacios recomendamos revisar
los libros [2] y [12], principalmente.

2.4.1. Definicién de los espacios L? y algunas consideraciones

En este apartado definimos los espacios LP y hacemos unas consideraciones que resultan ttiles
en el tratamiento y entendimiento de dichos espacios. En términos generales, estos espacios
presentan desigualdades clasicas que jugardn un rol vital en el desarrollo de los resultados
presentados en el siguiente capitulo.

Definicién 2.4.1. (Exponentes conjugados)
Decimos que los nimeros reales p, ¢ € (1,00) son exponentes conjugados, si

1 1 _
l+l=1

Observemos que si en la igualdad previa p — 17, entonces ¢ — +o0o y viceversa. Motivados
por esto, diremos que 1 y oo son exponentes conjugados. De aqui en adelante, denotamos al
exponente conjugado de p € [1,00] por el simbolo p'.
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Lema 2.4.2. (Desigualdad de Young)
Sean a y b nimeros positivos y p € (1,00), entonces

ab< & 4 ¥
_p q’
donde ¢ = p'.

Lema 2.4.3. (Desigualdad de Cauchy con ¢)
Sean a,b € R y € > 0. Entonces,

2, b2
ab < ea + -

Teorema 2.4.4. (Desigualdad de Holder)
Sean p, q € [1, 00] exponentes conjugados y f,g: X — R funciones medibles. Entonces:

IZE </|f|ﬂ)’l’ (/ |g|q)‘11.

Teorema 2.4.5. (Desigualdad de Minkowski)
SIpe(l,oo]y f,9: X — R son medibles, entonces

</|f+g!p>; < </!fp>;+ (/g@‘l’.

Procedamos a definir los espacios LP, para ello vamos a considerar dos casos, cuando p es
finito y cuando p = co. Primero, para p € [1,00), considere el conjunto

Ep:{f:X—HR{: f es medible y /|f]p<oo}.

Observemos que E, es un espacio vectorial sobre R. Por otro lado, cabe resaltar que la
desigualdad de Minkowski garantiza la cerradura sobre la suma en dicho espacio vectorial.
Mas aun, consideremos la funcién || - ||, : E, — R, definida por

1f1lp = </ |f|p>p, para cada f € E),.

Dicha funcién satisface la desigualdad triangular gracias a la desigualdad de Minkowski.
Ademas, para cada funcién medible f : X — R, tenemos que || f||, > 0. Sin embargo,
si || fllp = 0 solo se podra concluir que f = 0 c.t.p en X, lo cual implica que la funcién
|- llp : £, = R no es una norma sobre E,. Para subsanar este inconveniente, vamos a
identificar como iguales a las funciones medibles f,g : X — R que coincidan c.t.p en X. En
este caso, denotamos f ~ g y notemos que ~ es una relacién de equivalencia.

Definicién 2.4.6. (Espacios LP)
Para p € [1,00), definimos el espacio
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LP(X, ) = Ep [ ={[f]: f € B},
donde [f] denota la clase de equivalencia de f bajo la relacién de equivalencia ~.

Proposicién 2.4.7. Sip € [1,00), entonces la funcién || - ||, : LP(X, 4, ) — R, definida por

1
7= ([ 17P) con T € Xt
€s una norma.
Ahora vamos a suponer que p = co. Entonces, consideremos el siguiente conjunto
Esw ={f: X = Rmedible: 3c € [0,00), |f(z)| <¢, ct.pen X}.

Cualquier funcién f contenida en el conjunto E, es conocida como funcién esencialmente

acotada y al ntmero ¢, definido en F,, es denominada como la cota esencial de f.

Definicién 2.4.8. (Supremo esencial)
Para f € F, definimos el supremo esencial como el infimo de las cotas esenciales como sigue

esssup | f| := inf{c € [0,00) : |f(x)] < ¢, c.t.p en X }. Sin embargo, a partir de una relacién
de equivalencia en F,,, serd una norma, como mostramos a continuacion.

De manera andloga al caso 1 < p < o0, la funcién f € Ey — || f]|co := esssup |f| no es una

norma en F..

Definicién 2.4.9. (Espacio L™)
Definimos

LX) = Ep [~ ={[f]: [ €Ex}.
Con la anterior definicién, garantizamos el siguiente resultado.
Proposicién 2.4.10. || f||« := esssup |f| es una norma en L>(X, 4, ).

Desde ahora, para p € [1,00], consideraremos a LP(X, ./, ;1) equipado con la norma || - ||, la
cual también denotaremos como || - ||z».

La anterior discusién brinda al lector una vision mas amplia de qué es un espacio LP. En la
literatura suele pasarse por alto estos detalles, los cuales suelen generar confusién. Sin em-
bargo, para efectos préacticos y a partir de ahora, vamos a ver a los elementos de LP(X, .4, 1)
simplemente como funciones en lugar de clases de funciones. De estd manera, vamos a iden-
tificar a LP(X, M, 1) como E,,, teniendo el debido cuidado de que la igualdad en los espacios
LP significa igualdad de funciones c.t.p en X. En particular, en este documento nos centra-
remos con el caso X = R” para algtin entero positivo n o X = € C R" con {2 siendo un
conjunto Lebesgue medible. Ademds, nuestro u serd la medida de Lebesgue de R™. Asi, por
simplicidad, usaremos la notacién LP o LP(2), de igual forma vamos a usar frecuentemente
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la notacion || - || r(q) para referirnos a su norma. Tenemos ademas que L*(£2) es un espacio
de Hilbert cuyo producto escalar esta dado por

para cada u,v € L?(1).

2.4.2. Propiedades de los espacios L”

A continuacién mostraremos algunos resultados que fueron necesarios para el andlisis de
existencia, unicidad, regularidad y estabilidad del modelo estudiado. La mayoria de estos re-
sultados son clasicos dentro de esta teoria, los cuales pueden ser encontrados en las referencias

[6] y [10].

Teorema 2.4.11. (Completez de los espacios L)
Si (X, 4, 1) es un espacio de medida y 1 < p < oo, entonces LP(X, 4, 1) es un espacio de
Banach.

Teorema 2.4.12. (Inclusién de los espacios LP — L)
Sea (X, , ) un espacio de medida, entonces, para cada 1 < p < g < +o0,

LUX, M, p) C LP(X, M, ).
Mas atn,
1£1lp < 1)1l
donder>0€stalque%:%+%.

Teorema 2.4.13. (Teorema de Arzela-Ascoli)
Sea K un Espacio Métrico y sea # un subconjunto acotado de C(K). Asuma que # es
uniformemente equicontinua, esto es

Ve >0, 36 > 0 tal que d(z1,22) < d = |f(z1) — f(z2)| <&, VfeH.
Entonces la clausura de # en C(K) es compacta.
La demostracién del anterior resultado puede ser encontrada en [31].

Teorema 2.4.14. (Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz)
Sea T un operador lineal de L1(2) N L" () a s mismo, donde 1 < ¢ < r < 00, y supongamos
que existen constantes 77 y T» tales que

q T
pr(p(t) < (%) i) (1) < (Tz”tf”r) ,
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para todo f € L1(2) N L"(2) y t > 0. Entonces T se extiende como operador lineal acotado
en LP(§2) a si mismo, para cada p tal que g <p <7,y

IT(Hlp < CTPT, = £lp,

para todo f € L4(2) N L"(Q2). Aqui,

y C depende solamente de p,q y r.
La demostracién del anterior resultado puede ser encontrada en [24].

Teorema 2.4.15. (Teorema de interpolacién de Nirenberg)
Sean 2 C R% 1 < ¢,r < coy u € LYQ) y supongamos que D™u € L"(f2). Luego, para
0 < j < m, existe C > 0 tal que

|1 D7 o) < C||Dmu||%r(g)||u||1ﬂ(aﬂ)’

donde

y a € [%,1]

La demostracién del anterior resultado puede ser encontrada en [26].

2.5. Espacios de Holder y Sobolev

En esta seccién introduciremos los espacios de Hélder y Sobolev y algunas de sus propiedades,
los cuales son importantes para el entendimiento de las demostraciones del siguiente capitulo.
Recomendamos al lector consultar las referencias [6] y [25] para mas detalles.

Iniciamos definiendo los espacios de Hélder. Para ello, consideremos un conjunto 2 C R"™
abierto, 0 < v < 1y u : Q — R una funcién. Diremos que u es Holder continua con
exponente v cuando existe una constante C' > 0 tal que

[u(z) —u(y)| < Clo -y,

para cada z,y € €.
Adicionalmente, asumamos que u es una funcién acotada y continua con lo cual introducimos
la siguiente notacion

HUH(J@) = sup,eq |u()].

Bajo esta consideracién realizaremos las siguientes definiciones.
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Definicién 2.5.1. (y—ésima seminorma de Holder)
Sea u : 0 = R una funcién Holder continua con exponente «y, definimos la y—ésima seminorma
de Hélder como

u(z) — u(y)|
Uy = Sup —————
[ ]C’Y(Q) z,yeN, x#y |:E - y|’y

Definicién 2.5.2. (y—ésima norma de Holder)
Bajo las hipdtesis anteriores, establecemos la y—ésima norma de Holder como la cantidad

lullov @y = lullo@) + [Wev@)-
El conjunto de todas las funciones u satisfaciendo ||“”cw(§) < 00 es denotado por C7(Q).

Finalmente, vamos a definir los espacios de Holder con pardmetros mas generales.

Definicién 2.5.3. (Espacios de Holder)
Definimos el Espacio de Holder, el cual denotaremos por C*¥7(Q), donde k es un entero no
negativo y v € (0,1], como el conjunto de funciones u € C*(Q) tales que la norma:

lull gt @y = Z 1D%ul| oy + Z [D%u] o @)
lal <k |oe|=k

es finita.

Durante el estudio del modelo, constantemente vamos a separar nuestros analisis centrando-
nos en componentes especificas de funciones de dominio multivariado. Esto es, si queremos
expresar que bajo ciertas componentes en D una funcién especifica es a—Holder y bajo otras
componentes en Dy esta misma funciéon es S—Holder, entonces escribimos Co"ﬁ(Dl x D3).
Asi, por ejemplo, si consideramos una funcién u : Q x [0,7] — R tal que, para todo
t € [0,7], u(-,t) € C*(Q) y tal que, para todo z € Q, u(zx,-) € CP([0,T]), entonces es-
cribimos u € C*#(Q x [0, 7).

Ahora vamos a definir el concepto de derivada débil. Para ello, consideramos u € C*(Q) y
¢ € C°(Q). El conjunto CZ°(€2) corresponde a aquel cuyos elementos, denominados funciones
test, son funciones suaves con soporte compacto. A modo de motivacién observemos que al
usar la integracién por partes tenemos que

/uqﬁxidw: —/ u$i¢dx+/ ugpr'dS = —/ Ug, pd,
Q Q o0 Q

donde v/ es un vector ortonormal a la superficie 92 y la 1iltima igualdad es obtenida debido a
que phi es nula en la frontera. Ahora consideremos el multiindice « tal que |a| = k. Entonces,
derivando reiteradas veces con respecto a este multiindice, obtenemos la ecuacién

/QuDagbdx:(—l)lo‘/QDo‘ugbdx.
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Aqui, cabe destacar que si u no perteneciera al espacio Ck(Q), entonces para que la expresion
dada en el lado izquierdo de la anterior igualdad sea véalida, deberiamos tener que v € LlL oe(2)
(este espacio denota a todas las funciones integrables localmente). Sin embargo, si apenas
u € L () la expresién del lado derecho de la anterior igualdad no tendrfa sentido ya que
D%y no estarfa bien definido. Esta tendrfa sentido, si v € C*(Q). Esto motiva la siguiente
definicién.

Definicién 2.5.4. (Derivada débil)
Supongamos que u, v € LlL oe(€2). Decimos que v es la a—ésima derivada parcial débil de wu, si
verifica la siguiente igualdad

/QuDagsdx:(—n'a/dea:,

para cualquier Funcién Test ¢ € C2°(€2). En este caso, diremos que D%u = v en un sentido
débil.

Un resultado inmediato es que si u € Lj () tiene una a—ésima derivada parcial débil,
entonces necesariamente esta sera unica excepto en un conjunto de medida cero. Con el
concepto previo podemos introducir ahora los espacios de Sobolev.

Definicién 2.5.5. (Espacios de Sobolev)

Sea 1 < p < ooy k un entero no negativo. Definimos el espacio de Sobolev, el cual denotaremos
por W¥*P(Q), como el conjunto de todas las funciones u € L} (Q) tales que, para cualquier
multiindice « tal que || < k, tenemos que existe D%u en el sentido débil y esta pertenece a
LP(9). Ademés, podemos definir en W*P(Q) la siguiente norma

> 1Dl ey si1<p< oo,
HUHW’W(Q) = | <k
] Da [e’s} | — .
max I D%ul| oo (c2) sip =00

Observemos que W%4(Q2) = L4(£2). Ademés en caso de que k = 1,2 observe que

Vu = (Dju)j_y, Viu = (Dj Dy)—s.

1

q

n
, IVl paga) = Z | D;jDyul|

n
Vullpa) = Z | Djullg
j=1 jl=1

conl<g< ooy

_ s . 2 — 4 .
[Vl Lo () = Indx [Djulleo (), VUl Loy = j’lglfﬁn\\DnguHLoo(Q)-
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Con lo cual
ullwra) = llull o) + IVulla) ¥

lullwzag0) = lull Loy + 1VUll La) + V0]l Lag)-

Ademés, de manera andloga al caso de la norma en LP, el espacio W*?2(2) es un espacio de
Hilbert cuyo producto escalar es

(u,v) = Z (D%u, D),

o] <k

donde u,v € W’“(Q) En particular, si K = 1, entonces el producto escalar mas utilizado en
el espacio de Hilbert W12(€) estd dado por

(u,v) + (Vu, Vv) := /

uvdm—i—/Vu-Vvds.
Q )

Definicién 2.5.6. (Espacio WrP(€))
Denotamos por Wé’p(Q) a la cerradura de C°(2) en W*?(Q), recordando que C, denota el
conjunto de todas las funciones continuas con soporte compacto.

2.5.1. Resultados en espacios de Sobolev

A continuacién presentamos un compendio de desigualdades y resultados relacionados con
los espacios de Sobolev, muchos de estos resultados son clasicos y pueden ser encontrados en
referencias como [6], [11] y [27] .

Asumiendo que estamos trabajando sobre R", definimos

Definicién 2.5.7. (Conjugado de Sobolev)
Si 1 < p < n, el conjugado de Sobolev de p es

prm
n—p
Observemos que
1 1 1,
E:;?_ﬁ’ p >Dp.

Teorema 2.5.8. (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg)
Supongamos que 1 < p < n. Entonces, existe una constante C' > 0 (que depende tinicamente
de p y n) tal que

||U||Lp*(Rn) < C”DUHLP(RH),

para todo u € C}(R"), siendo este tltimo el espacio de funciones de clase C'* cuyo soporte es
compacto.
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Teorema 2.5.9. (Estimativas para WP 1 < p < n)

Sea € un subconjunto de R™ abierto y acotado cuya frontera 02 es de clase C*. Sil < p < ny
u € W1P(Q), entonces podemos estimar a u en la norma LP" (£2) con la siguiente desigualdad
[ull 1o (@) < Cllullwie),

donde la constante C' depende tnicamente de p, n y €.

Definicién 2.5.10. (Inclusién compacta)
Sean X y Y espacios de Banach tal que X C Y. Decimos que X estd compactamente incluido
en Y, cuando

1. existe una constante C' > 0 tal que ||z|ly < C||z||x para todo z € X,

2. toda sucesion acotada en X es un compacto relativo en Y.
En tal caso, denotamos X CC Y.

Teorema 2.5.11. (Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov)
Suponga que €2 es un subconjunto acotado de R” y 9 es C'. Si 1 < p < n, entonces

Whr(Q) cc LY(Q),
para cada 1 < g < p*.

A modo de observacién, si p* > p y p* — oo cuando p — n, nosotros tenemos que, en
particular,

WiP(Q) cc LP(Q),

para todo 1 < p < oo.

Estimativas de Poincaré

A lo largo del desarrollo de los resultados principales de nuestro modelo constantemente nos
veremos en la necesidad de comparar la LP—norma de una funcién u con la LP—norma de
Vu. Las estimativas que necesitaremos son usualmente llamadas estimativas de tipo Poincaré.
Para més detalle acerca de estas estimativas y sus demostraciones. recomendamos al lector
consultar las referencias [33], [34], [35], [36] y [37].

Teorema 2.5.12. (Desigualdad de Poincaré)
Sean 2 C R™ con n > 1 un dominio acotado, 1 < g < co y consideremos

d=4d(Q):= sup |z —y|
z,yes)

como el didmetro de Q. Entonces, existe C' := C(q,d) > 0 (que solo depende de ¢ y d) tal
que, para todo u € Wol’q(Q), tenemos que

ullLr@) < ClIVullLaq).-
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Teorema 2.5.13. (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger)
Sean p € [1,00] y 2 C R™ un dominio acotado de tipo Lipschitz. Entonces, existe C' := C(2, p)
tal que, para todo u € W1P(Q),

|u —uqllr@) < ClIVull e,

donde 1
ug = — [ u(y)dy.
a

2.6. Generalidades sobre las Ecuaciones Diferenciales

En esta seccion introducimos conceptos bésicos sobre las ecuaciones diferenciales parciales
y abordamos algunos casos particulares de las mismas, debido a su rol fundamental en el
desarrollo de los teoremas principales de nuestro modelo . El lector puede ahondar en
detalles en textos como [6] sobre conceptos bésicos, un estudio amplio sobre la ecuacién del
Calor puede ser encontrado en [38] y en el libro [25] el lector puede encontrar mas detalles
sobre la ecuacién de Navier-Stokes tratando operadores fraccionarios.

2.6.1. Ecuaciones Diferenciales Parciales (EPD)

Un primer acercamiento a las ecuaciones diferenciales fue realizado durante el nacimiento
del Célculo por parte de los mateméticos Isaac Newton (1643 — 1727) y Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 — 1716), de forma simultanea, los cuales estaban interesados en las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO). Estas ecuaciones relacionan a una funcién desconocida de
una y solo una variable con sus derivadas. La motivacion en este contexto historico fue clara, se
abarcé principalmente el problema inverso a la diferenciacion en una variable. Posteriormente,
la teorfa fundamental de las Ecuaciones Difereciales Parciales (EDP), las cuales involucran
relaciones de funciones de dos o mas variables con sus respectivas derivadas parciales, fue
desarrollado.

Definicién 2.6.1. (Ecuacién Diferencial Parcial)
Considere la funcion
F:R" xR x - xR"xRxQ >R

F define la Ecuacion Diferencial Parcial de orden k, como la ecuacién
F(D*u(z), D* " *u(x), ..., Du(z),u(x),z) = 0, con x € Q,
donde u : 2 — R es la funcién incégnita.

Esta definicion puede ser extendida, al considerar un conjunto de m ecuaciones diferenciales
parciales de orden k con la m-upla de incégnitas (u, ug, ..., Uy, ). En tal caso, diremos sistemas
de EDP’s tal como ocurre en nuestro modelo (4-1J).
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Es importante mencionar que la funcién F', dada en la Definicién nos permite clasificar
a las Ecuaciones Diferenciales Parciales dependiendo de su linealidad, como se muestra a

continuacion.
Definicién 2.6.2. (Clasificacién de EDP’s de acuerdo a su linealidad )

1. Una EDP se dice que es lineal cuando tiene la forma

Y aa(z)D% = f(z),

| <k

donde cada a, y f son funciones dadas. Particularmente, decimos que una EDP lineal

es homogénea siempre que f = 0.
2. Una EDP es semilineal, si tiene la forma

E aa(x) D + ag(D*u, ..., Du,u,z) = 0.

|| =k
3. Decimos que una EDP es cuasilineal cuando tiene la forma

Z ao(D*Yu, ..., Du,u,x)D% + ag(D*u, ..., Du,u,z) = 0.
|a|=k

4. Una EDP es completamente no lineal, si esta depende de forma no lineal con derivadas
de ordenes superiores.

Observacion 1. No existe una teoria general que nos permita saber si una EDP tiene
solucién. De hecho, existen problemas abiertos relacionados a la solucién de las EDP’s, un
ejemplo de ello es el famoso problema del milenio de la resolubilidad global de las ecuaciones
de Navier-Stokes [56].

Una pregunta que surge en el estudio de las ecuaciones diferenciales es ; Cuando una solucién
es lo suficientemente buena? Bajo este interrogante Jacques Hadamard (1865—1963) introdujo
la siguiente definicion.

Definicién 2.6.3. (Problema bien puesto)
Un problema estd bien puesto, si cumple las siguientes 3 condiciones:

1. Existe una solucién al problema.
2. La solucién es tnica.

3. La solucién cambia de forma continua con los datos iniciales.
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Es importante mencionar que la condicién 3 de la definicién previa nos permite construir ac-
tualmente modelos numéricos a ciertos problemas matemaéticos, lo cual resulta particularmen-
te bueno en el desarrollo de la ciencia ya que muchos de estos modelos estan intrinsecamente
relacionados a fendmenos naturales como ocurre con nuestro sistema .

Algunas veces no podemos conseguir soluciones de clase C°°; sin embargo, resulta mas 1til
conseguir una solucién que al menos sea de clase C* en una EDP de orden k. Lo anterior
motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.6.4. (Solucién cldsica de una EDP)
Una solucién de una EDP de orden k se dice que es cldsica cuando esta satisface los numerales
1, 2 de (2.6.3)) y, ademads, es continuamente diferenciable al menos hasta la derivada k—ésima.

Existen otros tipos de nociones sobre la soluciéon a una EDP. Es importante mencionar que
en algunas EDP’s podemos conseguir funciones que no sean soluciones en un sentido clasico
debido a una carencia en suavidad y sin embargo correspondan en algtiin sentido subyacente
a una solucion a la EDP, cuando ocurre esto diremos que la solucién a la EDP es débil.

2.6.2. Ecuacién del calor

En las demostraciones de nuestros resultados principales de nuestro modelo, constantemente
usamos el Semigrupo del Calor. Definiremos a continuacién qué es exactamente el Semigrupo
del Calor y qué papel juega en las ecuaciones diferenciales parciales.

Definicién 2.6.5. (EDP del calor)
Se define la Ecuacién del Calor como

— = Au, (2-1)
donde u : R™ x R — R.

Uno de los problemas més interesantes relacionados a la Ecuacién del Calor es el denominado
Problema de Cauchy. A continuacién postulamos el Problema de Cauchy con ecuacién de
calor y dato inicial. Basicamente, supongamos que en un instante ¢ = 0 conseguimos unos
datos iniciales f(z), definidos en R™, donde f es una funcién continua y, ademads, deseamos
encontrar una funcién u(z,t) que cumpla las siguientes condiciones

Ou =Auen R xRT,
ot
u(-,()) =/

Aquli, si la solucién que queremos es clédsica, entonces debemos buscar una funcién u contenida
en C%(R x RT).
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Definicién 2.6.6. (Kernel del calor en R"™)
Seat >0y x € R" definimos el kernel del calor como

pe(x) = (4;)3 exp <—’Zf> :

Proposicién 2.6.7. La funcién p;(x) es de clase C™ en R x R, es positiva y satisface (2-1)),
ademas cumple la identidad
/ pe(x)dr = 1.

El Kernel del Calor no solo nos permite encontrar una solucién a la ecuacién del calor béasica

(2-1)), también via convoluciones nos permite encontrar una solucién al Problema de Cauchy.

Teorema 2.6.8. Si f es una funcién continua y acotada en R™ entonces la funcién

u(t, z) = pe * f ()

es C™ en RxR™ y satisface el Problema de Cauchy, més atin, si ¢ — 0 entonces u(x,t) — f(x)

y
inf f < wu(x,t) <supf.

2.6.3. Criterios de comparacion

Lema 2.6.9. (Criterio de comparacién para EDO)
Sean f,g : R — R funciones diferenciables y ¢ : R? — R una funcién tal que dado ¢t € R
satisface las relaciones

f1(t) < o(f(1),1) v g'(t) = é(g(t), 1)
Si f(0) < g(0), entonces f(t) < g(t) para cada t € R.

Lema 2.6.10. Supongamos que a € (0,1) y que M,C1,Cy > 0 son constantes que satisfa-
ciendo

M < Ci;+ CoM®.
Entonces,
M S méx{26’1, (202)1?1‘1}

Lema 2.6.11. Sean 7' > 0,7 € (0,7),a > 0 y b > 0. Supongamos que h es una funcién no

1
loc

negativa tal que h € L; ([0,T)) y satisface, para todo t € [0,T — 7), la siguiente desigualdad

t+1
/ h(s)ds <b.
t
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Asumamos que y : [0,7) — [0,00) es absolutamente continua y verifica, para c.t.p en (0,7,
la siguiente inecuacién diferencial

Y () + ay(t) < h(t).

Entonces,
b
y(t) < méx {y(O) +0, poe + Qb}

para cada t € (0,7).

2.7. Semigrupos

En esta seccién introduciremos el concepto de Semigrupo y su relacién con la solucién a
ciertas ecuaciones diferenciales. Los Semigrupos juegan un papel preponderante en la solucién
de Ecuaciones Diferenciales Parciales y es un concepto clave en la solucién del problema que
estudiaremos en el siguiente capitulo. Para més detalles recomendamos al lector revisar [38]

y [39].

2.7.1. Teoria general de los Semigrupos

Empezaremos esta subseccién con una motivacion del concepto de Semigrupo. Supongamos
momentaneamente que A es un nimero real y que ¢t es una variable real. Sabemos que la
funcién e!4 puede ser representada a través de la siguiente serie de potencias

oA _ i (tA)n' (2-2)

n!

n=0

Esta definicién la podemos extender al caso en el que A es un operador lineal acotado en
un espacio de Banach E. En cuyo caso la anterior serie convergeria dentro del algebra de los
operadores acotados de X, la cual denotaremos por & (X). Por lo tanto, para todo ¢t € R,

tA

tendremos que e'** es un operador acotado en dicho espacio.

Suponga que tenemos un operador lineal no acotado A en un espacio de Banach y tenemos

ur — Au =0,
u(0) = wo,

donde ug es una cantidad conocida y la funcién incégnita u se encuentra definida en RT.

el siguiente problema de Cauchy

Asumamos por un momento que podemos extender la serie (2-2|) en dicho operador lineal

tAy es claramente una solucién al anterior

no acotado A. Observemos que la funcién 4 := e
problema de Cauchy. En este sentido, estamos interesados en saber cuando dicho operador A

puede ser extendido teniendo en cuenta que no es acotado.
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Definicién 2.7.1. (Semigrupo de operadores lineales acotados)
Sea & (X) el dlgebra de los operadores lineales acotados sobre un espacio de Banach X y
definamos & : Rt — £ (X) una funcién que cumple:

1. §(0) =1, donde I es la identidad X,
2. S(t+s)=8(t)S(s) para cada t,s € RT.

Ahora definiremos un Semigrupo de clase Cy. Intuitivamente un Semigrupo es de clase Cy,
si §(t) se acerca tanto como se desee a la identidad cuando ¢ — 0F. Cabe recalcar que esta
convergencia es dada bajo la norma de operadores lineales acotados.

Definicién 2.7.2. (Semigrupo de clase Cp)
Diremos que un Semigrupo & es de clase Cp, si

lim ||($(t) — I)z|| = 0 para cada z € X.
t—0+

Definicién 2.7.3. (Semigrupo de contraccién)
Diremos que & es un semigrupo de contraccion, si |8 ()| < 1 para todo t > 0.

Definicién 2.7.4. (Generador infinitesimal de un Semigrupo)
Definimos el Generador infinitesimal del semigrupo & como un mapeo A : D(A) — X tal que

A(z) := lim ) =Dz

L, . para cada z € D(A).

Aqui, D(A) (dominio de A) es definido como el conjunto
D(A) ={z € X : limy_ W existe}.
Ahora vamos a considerar algunas propiedades bésicas de los Semigrupos.

Proposicién 2.7.5. El conjunto D(A) es un subespacio vectorial de X. Ademds, A es un
operador lineal.

Proposicién 2.7.6. (Estimativo para un Cy—Semigrupo)
Si & es un Cp—Semigrupo, entonces existe M > 1 tal que, para cada t > 0, tenemos

IS < Me,
para alguna constante positiva w.

Ahora introducimos algunos resultados importantes que nos ofrecen una caracterizacion im-
portante de la derivada de un Cy—Semigrupo.

Proposicién 2.7.7. Sea A un generador infinitesimal de un Cy—Semigrupo &(t). Si x €
D(A), entonces
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1. 8'(t)x = AS(t)x,
2. S(t)r € C°([0,00) : D(A)) N CL([0,00) : X).

Ademas, tenemos el siguiente enunciado que nos garantiza la unicidad de dos Semigrupos con
mismo generador infinitesimal.

Proposicién 2.7.8. Si &1(t) y $2(t) tienen un mismo generador infinitesimal, entonces
S1(t) = Sa(t).

Supongamos que X # {0} es un espacio de Banach real o complejo, entonces definimos la
complexificacion del espacio X como

X={e+iy: z,ye X}, |z +iyll¢ = sup [[zcosf+ ysind]..
0<6

<27

Similarmente, considere el operador lineal A : D(A) C X — X, la complexificacién de A es
definida como

D(A) ={z+iy: z,t € D(A)}, Az +iy) = Az +iAy.

En caso de no haber confusién nos referiremos a A y X como espacios de Banach complexi-
ficados o sin complexificar indiscriminadamente.

Definicién 2.7.9. (Resolvente y espectro)
Sea A: D(A) C X — X un operador lineal. El conjunto resolvente, denotado por p(A), y el
espectro, denotado por o(A), de A son definidos como

p(A)={AeC: I -A) e Z(X)}, o(A)=C\p(A).

Los numeros complejos A € p(A) tales que el operador AI — A no resulta uno a uno son
denominados valores propios. Ademas, el conjunto o,(A) que consiste de todos los valores
propios de A se denomina espectro puntual. Por comodidad, si A € p(A) denotamos

(M — A)t = R(\, A).

A R(\, A) lo denominamos el operador resolvente o simplemente el resolvente de A.

2.7.2. Semigrupos analiticos

Sea X un espacio de Banach con norma || - ||. Retomaremos el problema de Cauchy con
valores inicialeles (2-2), donde A : D(A) C X — X es un operador lineal con dominio no
necesariamente denso.

Definicién 2.7.10. (Operador sectorial)
Decimos que A es un operador lineal sectorial cuando existen constantes w € Ry 6 € (3, 7)
con M > 0 tal que
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L. p(A) D Spw ={AeC: N#w, |arg(A —w)| < 6},

2. [[RN Al gx) < % para todo A € Sy .

Debido a que el conjunto resolvente no es vacio implicara que A es un operador lineal cerrado,
més aun, se puede dotar al conjunto D(A) de una norma definida como

[zl pay = llzll + | Az].
Ademés, podemos definir el operador et4 en X como
1
et = — eAR(\, A)d,
270 Sty

donde r > 0,1 € (5,0) y Yry es la curva
Yo ={A € C: JargA| =n,|A| > r}U{X e C: Jarg | <n, |\ =7}

orientada en sentido anti-horario.

Definicién 2.7.11. (Semigrupo analitico generado por A)

Sea A: D(A) C X — X un operador sectorial. El semigrupo generado por A en X se definira
como {et4: t > 0}.

2.7.3. Semigrupo del Calor

Recordemos que el Kernel del Calor lo denotamos por p;(x) y esta definido sobre R”, sea A
el operador de Laplace en R", definimos el Semigrupo del Calor como

Definicién 2.7.12. (Semigrupo del Calor)
La familia de operadores {P;}+>¢ que satisfacen para cada t > 0 que

pexf  t>0,
pf=1:"
f t=0,

la definiremos como el Semigupo del Calor.

Ademas, dado 2 C R" el operador —A es positivo en C2°(Q2) y admite extensiones auto-

adjuntas, ver por ejemplo [57], por lo cual podemos escribir P, = etd,

2.7.4. Algunas propiedades generales de ¢4 y del semigrupo del calor

A continuacién presentamos algunas propiedades del semigrupo del calor y su relacion con
operadores fraccionarios. Muchas de estas propiedades enmarcadas en esta parte juegan un
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papel vital en el entendimiento y desarrollo del modelo matematico estudiado. Recomendamos
al lector consultar [39] para més detalles.

Asumiremos que A : D(A) — X es un operador Sectorial y que {e!4} es el semigrupo analitico
generado por dicho operador, ademéas como caso particular denotamos al semigrupo del calor
{2} como es usual.

Proposicion 2.7.13. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. et42 € D(AF) para todo t > 0, z € X,k € N. Ademds, si z € D(AF) entonces dado un
t > 0 tenemos que
AketAa: _ etAAkx
2. Sit,s >0, entonces etdesA = e(t+9)4,

3. La funcién t — e pertenece a C*((0, 00); Z(X)) y para todo ¢t > 0

dk
WetA _ AketA.

Mais aun, existe una unica extension analitica en el sector

S:{)\E(C: X £ 0, |arg)\|<0—g}.

Lema 2.7.14. Sean Q C RY, con N € N, un dominio acotado con frontera suave, 1 <
g <p<ooy (e"®)>0 el semigrupo Neumann del calor en 2. Entonces, existen constantes
C3,\1 > 0 (que dependen solo de 2) tales que

IV oy < Ca(l 4+ 263 )e M2 Lag,
para todo t > 0 y cada z € LP((2).

El lector puede recurrir a [5], Lema 1.3 si desea obtener detalles de la demostracién del lema
previo.

Lema 2.7.15. Sea €2 C R™ con n € N un dominio acotado cuya frontera es suave, y vamos
a denotar a A como el Laplaciano en L*(Q2), s € (1,00), con dominio

{z e W25(Q)|| V-v =0 en 00}.

Entonces, el operador —A + 1 es sectorial y posee potencias fraccionarias cerradas (—A +
1)7, donde n € (0,1) con dominio denso D((—A + 1)7). Mas ain, tenemos las siguientes
propiedades:

1. Sim € (0,1), p € [1,00] y ¢ € (1,00), entonces existe una constante C; > 0 tal que,
para todo z € D((—A + 1)"), tenemos que
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[2l[wmr) < Crll(=A + 1)"2]|Le(q)
siempre que m < 2ny m — N/p < 2n— N/q.

2. Si p € (1,00), entonces existe una constante Cy > 0 tal que, para cada z € LP(Q2) y
t>0,
I(=A +1)7e 2| 1oq) < Cat™"||2]| Lo(y-

3. Si p € [1,00), entonces al semigrupo del calor asociado (e'?);>o mapea LP(Q) a
D((—A+1)"), donde dicho dominio esta inmerso en LP(2) y existen constantes C5 > 0
y A1 > 0 tales que

l(~A + 1)1z () < Cst~"e M 2]l Loge-

4. Si p € [1,00), entonces existe una constante Ao > 0 tal que para cada £ > 0 existe un
C4 > 0 tal que, para todo z € C§°(Q) R¥-valuado,

[(—A + 1)7e"2V - 2| o) < 0475_”_6_%64”HZHLP(Q),

para todo ¢t > 0. Ademas, el operador (—A+ 1)’7etAV- admite una Unica extensién a todo
LP(Q) la cual es nuevamente denotada por (—A 4 1)7e*AV- y satisface la desigualdad
anterior para cada z € LP(Q).

Podemos encontrar la demostracién del Lema previo en Teorema 1.6.1 de [40] y [52] seccién
2.

Lema 2.7.16. Para q € (1,00), consideremos a A la realizacién del Laplaciano en L4(2) con
dominio

D(A) = {w e W29(Q): 2% =0 on 9Q}.

Entonces, el operador —A+1 es sectorial y posee potencias fraccionarias (—A+1)?, 6 € (0,1),
con dominio denso D((—A + 1)?). Més atin, si m € {0,1}, p € [1,00] y ¢q € (1, 00), entonces
existe una constante ¢, , > 0 tal que para todo w € D((—A + 1)),

[wlwmr@) < cmpll(—A + 1wl oo
siemprequem<29ym—% <29—%.
Los detalles de la demostracién el lector los puede encontrar en [40)] pagina 32 a 40.

Lema 2.7.17. Sean p € (1,00) y # € (0,1). Denotemos por A el Laplaciano en LP(£).
Entonces,

1. Existe una constante C; > 0 tal que, para todo w € LP(2) y cualquier ¢ > 0, tenemos
que
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I(=A + 1) wl| o) < Crt ™ |wll 1o(o)-
2. Existe una constante Cy > 0 tal que, para cada w € LP(Q2) y cualquier ¢ > 0,
[(=A + 1) A" Dw|| 1) < Cot ™ |w]| s (q)-
3. Existe unas constantes C3 > 0y v > 0 tales que, para cada z € (C§°(Q))¥,
12V - 2| 1oy < Ca(1+¢2)e ™|zl Laggy » t > 0.

Para todo t > 0, el operador e!V- admite una tnica extensién en todo (LP(Q))",
la cual nuevamente denotamos por eV y satisface la desigualdad previa para cada
z € (LP(Q))N. En particular, si 0 < t < 1, entonces para cada z € (LP(2))",

1
€2V - 2| o) < Cat™2e " 2| 1o,

donde 04 . 203.

Las estimativas 1 y 2 se obtienen del Teorema 1.4.3 de [40], la estimativa 3 se obtiene como
caso particular del Lema 1.3 de [55].

2.8. Operador de Stokes

En esta subseccion presentaremos algunas nociones sobre el operador de Stokes A y algunos
resultados preliminares usados en el estudio de nuestro modelo (4-1). Para mas detalles
recomendamos al lector consultar [25].

2.8.1. Descomposicién Hodge y el Proyector de Leray

La divergencia nula de un campo vectorial es particularmente 1til para modelar fluidos los
cuales tienen un movimiento libre pero su densidad permanece constante, esto es, fluidos
incompresibles. Tales campos vectoriales son conocidos como campos vectoriales Solenoidales,
incompresibles o de divergencia libre.

En esta subseccién vamos a presentar un resultado que caracteriza una clase de funciones de
divergencia libre, para ello primero vamos a introducir unas notaciones preliminares.

Consideremos © C R? y v un vector normal unitario exterior a la superficie 9Q. Denotamos
el conjunto

L2(Q) = {u € L*(R* R?) : ulgz\g = 0,(V - u)lo =0, (u-v)|ag = 0}.

Recordemos que V denota al operador gradiente, V- denota el operador divergencia y defini-
mos el gradiente ortogonal como V+ = (=9, d,).



2.8 Operador de Stokes 39

Teorema 2.8.1. (Teorema de descomposicién de Helmholtz-Hodge )
Sea 2 C R? un conjunto abierto, acotado, simplemente conexo, con dominio Lipschitz. En-
tonces, el espacio L?(£2;R?) puede ser escrito como una suma directa. Mas precisamente,

L*(Q;R?) = {V¢:¢pc H ()} o {Viy: € L2(Q), VI € L2(Q;R?)}.

En particular, si f € L?(Q,R?) es arbitrario, entonces existe un campo escalar g € H'(Q2) y
un campo vectorial de divergencia libre h € L?(Q, R?) tal que

f=Vg+h,
satisfaciendo
Hf”%Q(Q;R?) = ||v.g||%2(Q;R2) + HhH%Q(Q;RQ)'
El teorema previo permite definir la Proyecciéon de Leray.

Definicién 2.8.2. (Proyeccién de Leray)

Sea 2 C R? un dominio Lipschitz simplemente conexo. Definimos la Proyeccién de Leray
como la proyeccién ortonormal P : L?(;R?) — L2(Q) con la propiedad de que para todo
f € L?(£;R?) tenemos que

Pf=P(Vg+h)=h,
donde f = Vg + h es la descomposicion de Helmholtz-Hodge de la funcién f.

Observacién 2. Si f € L?(Q;R?), entonces tenemos que existen funciones g y h tales que
f =Vg-+h, en virtud del teorema de la descomposicién de Helmholtz-Hodge. Por otro lado,
por la prueba de dicho teorema sabemos que g satisface la ecuacién de Poisson:

Ag=V-f.

Luego, g = —® %V - f, donde ® es la solucién fundamental de la ecuaciéon de Laplace. En
consecuencia, vemos que

f=Pf4+Vg=Pf -VOxV.-f

de lo cual se sigue que
Pf=f+VexV-f

Definicién 2.8.3. Para  C R? siendo un dominio Lipschitz simplemente conexo, definimos
al conjunto 7° como sigue

7 ={uecCx(Q:R?): V-u=0}
Bajo las hipétesis de la definicién previa sobre €2 C R?, denotamos al conjunto H como:

H =% en L?(;R?).
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Los autores en [8] (Teorema 1.4, Capftulo 1) mostraron que H = L2(Q).

Definicién 2.8.4. Sea 2 C R? un dominio Lipschitz simplemente conexo, denotamos a V el
conjunto definido como

V =7 en H}(Q;R?).
Por el teorema 1.6, Capitulo 1, en [8] vemos que V = H}(Q;R?) N L2(Q).

Lema 2.8.5. Sea 2 C R”, n > 2, un dominio y sea f = fo + Vp la descomposiciéon de
Helmholtz de f € L?(Q)". Entonces la proyeccién de Helmholtz-Leray es un operador lineal
acotado con norma de operador ||P|| < 1. Asf

IPfllz2) < Ifllp2@), f € LA™
P tiene las siguientes propiedades:
= P(Vp) =0,

= (I -P)f = Vp,

P2 f = Pf,
(I-P)?f=(I-P)f,
(Pf,g) = (f,Pg),

- HfH%Q(Q) = HPfH%Q(Q) + (1 - P)f”%%g)-

Definicién 2.8.6. (Operador de Stokes)
Sean © C R? un conjunto simplemente conexo con frontera C2, D(A) := H*(Q;R) NV, P el
Proyector de Leray y A: D(A) C H — H el operador definido por

A= —PA.
Dicho operador es conocido como el Operador de Stokes.

Observacién 3. Los resultados sobre Semigrupos expuestos en la seccién previa son apli-
cables al operador de Stokes. El Semigrupo asociado al operador de Stokes naturalmente es
conocido como Semigrupo de Stokes.

Lema 2.8.7. Si 2 C R" con n > 2, es un dominio acotado de clase C? y A : D(A) — L2(f)
es el operador de Stokes, entonces

D(A) = L2(Q) n Wy 2(Q)" n W22(9).

A continuacién presentaremos una serie de resultados particulares del operador de Stokes
fraccionario.
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2.8.2. Resultados sobre el operador Az

Lema 2.8.8. Sean 2 C R", con n > 2, un dominio y A : D(A) — L2(Q), D(A) C L2(Q), el
operador de Stokes para 2. Entonces, existe un unico operador autoadjunto definido positivo
Az D(A%) — L2 con dominio D(A%) C L2(9) satisfaciendo que D(A) C D(A%),

A%D(A) = D(A%) y Au= Az A2y para todo u € D(A).
Ademis, el operador A3 satisface las siguientes propiedades:
L D(A2) =W 7(@) ¥
<A%“,A%v) = v(Vu, Vv), HA%’U/HQ = V%HVUHQ,
para todo u,v € W&Uz(Q)

2. N(A%) ={u e D(A%) L Asy = 0} = {0} y la inversa A"z = (A%)_1 tiene dominio
denso D(Afé) = R(A%) = {A%u = D(A%)}

3. Si Q es acotada, entonces D(Afé) = R(A%) =L2(Q)y A2 es un operador acotado
con la norma del operador
lA~2 < ovs,

donde C = C(€2) > 0 es la misma constante de la desigualdad de Poincare

lull L2y < ClIVull 2@y,  u € Woz(9).

2.8.3. Resultados sobre el operador A“

Lema 2.8.9. Para todo « € R tal que 0 < o < 3 tenemos la siguiente inmersién:
D(A®*) — Li(Q2), con é =12
Méds aun, para cada u € D(A%) tenemos el siguiente estimativo

ull Loy < C(Q,2)[[A%| Lr (-

Lema 2.8.10. Consideremos el operador de Stokes A : D(A) — L%(R™) y el operador de
Laplace A : D(A) — L*(R™)" en R", n > 2, y sea a € R. Entonces,

D(A%) = D((-A)") N L3 (R™)

A% = v¥(—A)%,
para todo u € D(A®).
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Lema 2.8.11. Sean Q C R”, con n > 2, un dominio uniforme de clase C?, % <a<ly
2 < q < oo tales que

n
5.

Ademés, consideremos el operador de Stokes A para . Si u € D(A®), entonces u € Wh4(Q)
y

2a+2:1—|—
q

ullwra) < C™ | A% L2(q) + [[ullL2(@));
donde C := C (€, a,n) > 0 es una constante.
Con esta coleccion de resultados que fueron ttiles en el andlisis del modelo (4-1]) daremos por

terminado este capitulo. A continuacién introduciremos el modelo y los resultados principales
de esta disertacién junto con sus demostraciones.



Capitulo 3

Modelo de Quimiotaxis

3.1. Presentacion del modelo

En esta seccién nos centraremos en demostrar la existencia global, unicidad, acotamiento,
regularidad y propiedades de estabilidad sobre el siguiente modelo

(n1)e+u-Vng =An; — x1V - (mVe) + pini(1 —ny —aing) en Q x (0, 00),

(ne)t +u-Vng = Ang — x2V - (naVe) + pona(l — agng — ng) en Q x (0, 00),

¢t +u-Ve=Ac— (any + fna2)c en Q x (0,00),

w+ (u-V)u=Au+ VP + (yn1 + 0n2)Ve, V-u=0 en Q x (0,00), S
Opyn1 = Oyna =0pc=0u=20 en 99 x (0,00),
n1(-,0)) :=n10, n2(-,0)) :=n20, c(-,0) :=co, u(-,0) :=up  en Q.

El anterior sistema describe la concentracion de dos especies que reaccionan a un tnico flui-
do quimioatrayente. La solucion a este sistema la denotaremos como la tupla de funciones
(n1,n2, c,u, P) las cuales se encuentran definidas en 2 x [0, 00), siendo © C R? un dominio
acotado con frontera J€) suave. En este modelo nj y ne representan las densidades de las dos
especies, ¢ denota la concentracién del quimico, u representa el campo vectorial de la velo-
cidad del fluido, el cual asumimos incompresible, y la funcién incégnita P denota la presién
del fluido, respectivamente.

Por otro lado, suponemos como conocidos los valores iniciales que tomaré la tupla (ni, ng, ¢, u),
los cuales por comodidad denotaremos por (n1,0, 12,0, co, up). Consideraremos que los datos
iniciales presentan la siguiente regularidad para nuestro sistema

0< 1n1,0,M2,0 € C(Q), 0<cy € Wl’q(ﬂ), y ug € D(Ae),
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donde ¢ > 2y 0 € (%, 1). Asf mismo, asumiremos como conocidas a la funcién ¢ € C17(Q)
con n > 0, a las constantes no-negativas x1, X2, a1, c2 y a las constantes positivas ui, o,
«, B, vy d. Estas constantes del modelo corresponden a ciertos ratios que describiremos a
continuacién. Invocando las tres primeras ecuaciones del sistema

(nl)t +u-Vny = Ang — Y1V - (711VC> + ,ulnl(l —nip — alng),
(n2)t +u-Vng = Ang — 2V - (n2Ve) + pana(1 — agny — na),
¢ +u-Ve=Ac

Observamos que los términos sefialados en azul en la primer y segunda ecuacién corresponden
a una cinética de tipo Lotka-Volterra. Esto nos indica que las ecuaciones involucradas modelan
dos especies compitiendo en base a un mismo estimulo quimico, donde w1 y po representan
los ratios de crecimiento de cada especie y a1 y as corresponden a la fuerza de la competencia
entre la especie I y la especie II.

Los parametros x1 v x2 senalados en rojo, corresponden a sensitividades quimiotacticas las
cuales describen cuantitativamente la dispersién y el movimiento dirigido de poblaciones de
microorganismos (ver por ejemplo [21] y [22]).

Ademds, dado que los términos que involucran el Laplaciano (términos de difusién) estén
acompanados por una constante idéntica a 1, esto nos indicara que el ratio de difusién de las
especies y el fluido quimioatrayente es idéntico a 1, un andlisis similar se realizé en [23].

En la tercera ecuacion tenemos el término senialado en verde, el cual se refiere al transporte
del fluido quimioatrayente y el término indicado en naranja, el cual consta de constantes
a, 8 que representan el decaimiento de la senal quimica, este término es frecuentemente
denominado como el término del consumo. De esta ecuacién podemos inferir que la evolucién
de la concentracién del fluido quimioatrayente es influenciado por la difusién, el transporte a
través del campo vectorial de la velocidad del fluido y el consumo de dicho quimioatrayente,
el cual serd proporcional a la cantidad de microorganismo existentes en el medio.

Ahora centremos nuestro andlisis a la cuarta ecuacién de nuestro sistema , es decir,

ut + (u- V)u = Au+ VP + (yn1 + dng) V.

Esta ecuacién estd acompanada por la condicién V - u = 0 y es bésicamente una ecuacién
diferencial de Navier-Stokes incompresible, la cual describe el movimiento del fluido. Ella
contiene un término, senalado en azul, que involucra a la funcién ¢ la cual nos indica un
potencial gravitatorio que influye sobre el fluido, esto corresponde a una fuerza externa a
considerar en el modelo. Ademas, el término sefialado en rojo corresponde a la aceleracion
total de una particula en el fluido y el término que involucra el Laplaciano nos indica la
friccion entre particulas del fluido.
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3.2. Teoremas principales

Nuestro principal objetivo a partir de ahora serd demostrar rigurosamente dos teoremas,
el primero trata sobre la existencia de soluciones cldsicas en (4-1)) y postula la unicidad y
acotamiento de dichas soluciones:

Teorema 3.2.1. (Existencia, unicidad y acotamiento)
Sea 2 C R? un dominio acotado con frontera suave y suponga x1, X2, @1, &g > 0y pi1, fia, @, 3,7, >
0, asumamos que n1 g, n2,0, Co, Ug, ¢ son funciones dadas que satisfacen (4.1)) Entonces existen

funciones
ny,ne €C°((Q) x [0,00)) N C*1(Q x (0,0)),
ceC(Q) x [0,00)) N C*L(Q x (0,0)),
u €CO((Q) x [0,00)) N C%HQ x (0, 00)),
P eCHO(8 x (0,00)),

las cuales solucionan el sistema (4-1)) de forma clasica. Més atin, el sistema tiene una unica
solucién (n1,neg,c,u, P) salvo adicién de contantes a P, y existe una constante C7 > 0 tal
que para t > 0 verifica que

Im1(5 )| oe (@) + Im2(5 ) [oe (@) + lle( )l oo @) + luls )| Loo () < Ch-

Nuestro segundo teorema nos da unos resultados sobre el comportamiento asintético de las
soluciones (4-1)) bajo ciertas suposiciones sobre los coeficientes ai, as:

Teorema 3.2.2. (Estabilidad de la solucién)
Asumiendo las hipétesis del Teorema las soluciones del sistema ({4-1)) tienen las siguien-
tes propiedades:

1. Siay,a2 € (0,1) entonces
ni(-,t) = Ny, na(-,t) > Ny, c(-,t) =0, wu(,t) =0 en L>(Q) cuando t — oo,

donde

1—(11 1—@2

* Pyp— * Pyp—
Nl T ) N2 — — .
1-— ai1an 1-— ai1an

2. Suponga que a1 > 1 > a9 entonces

ni(,t) =0, na(-,t) =1, c(,t) =0, u(,t)—0en L) cuando t — oo.

3.2.1. Sintesis de las pruebas

Para demostrar este par de resultados, seguiremos la siguiente ruta

1. Probaremos que existen ciertas soluciones locales con un método clasico basado en el
Teorema del Punto Fijo de Banach.
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2. Conseguiremos la regularidad de la solucién.

3. Se demostrara por medio de un argumento clasico Bootstrap, que las soluciones son
globales o necesariamente no son acotadas.

4. Probaremos la no negatividad y con un argumento del principio del méximo, mostra-
remos la positividad de las soluciones ni,ns, c.

5. Conseguiremos la unicidad de la solucion.

6. Se conseguira el acotamiento de la solucién por medio de una serie de lemas, teniendo
en cuenta el item 2 conseguiriamos la solucién global y culminaria el Teorema [4.2.1

7. Probaremos una serie de lemas que nos permitiran encontrar condiciones para las cuales

n1,neo se estabilizan con el tiempo.

8. Demostraremos finalmente que bajo ciertas condiciones ¢, u se vuelven despreciables
con tiempos grandes, con lo cual se finalizaria el Teorema [4.2.3

Teniendo en cuenta los items 1, 2, 3, 4 y 5 procedemos a postular el siguiente lema el cual
expresa de manera rigurosa nuestros primeros cinco objetivos.

Lema 3.2.3. Sean 2 C R un dominio acotado con frontera suave, xi,Xx2,a1,a2 > 0y
i, pa, o, B3,7,0 > 0 constantes. Para todo ni,n20,co, uo, ¢ que satisfacen (4.1)), entonces
existen Tpuer € (0,00] y una solucién clésica (ni,ng,c,n, P) de nuestro modelo (4-1) en
Q x (0, Tnae) tal que

n1,ng, c,u € CO(Q x [0, Truaz)) N C?HQ x (0, Tnaz)),

ni,n2 > 0,¢>0en Q x (0, Thaz)-

Ademas, la solucién es unica, salvo adicién de constantes a P, y Tipqe = 00 O

tm ([lng (- 8) [ oo @) + 20 Ol oo () + el Ollwrr@) + 1470l D)l 22(@)) = oo,

t—> max

para todo o € (3,1).

3.3. Existencia y regularidad de las soluciones en el modelo

Para demostrar la existencia de las soluciones vamos a usar un razonamiento clasico que
involucra el Teorema de Punto Fijo de Banach. A continuacién, vamos a especificar cierto
espacio de Banach y cierto mapeo que nos permitira implementar dicha técnica.
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3.3.1. Espacio de solucion local y mapeo de punto fijo

Vamos a fijar de manera momentanea las constantes R > 0y T' > 0, las cuales se especificaran
més adelante. Considere el espacio

X = C%[0,7); CO(2) x CO() x WhHi(Q) x D(A%)),
al cual se le define la norma:
|- 1lx =1l llcoqo,rysco@) + I - lleoqoryco) + I - lleoqo,rywra)) + 1+ leoqo,ry:peady)-
Ahora, definamos la bola cerrada de radio R en X:
S ={(n1,n2,c,u) € X : ||(n1,n2,c,u)||x < R}.

Motivados por la férmula de variacién de pardmetros, vamos a considerar ahora el mapeo
sobre .S, definido como

q)l(n17n27c7u) 7t

(1)

| ®2(n1,n2,c,u) (-1 t)

(I)(nlvnzvcu U)(’t) T (1)3(n17n27cvu)('7t)
<I>4(n1,n2,c,U)(-,t)

t

eBnig+ / e(t_s)A(uml(l —n1 —ang) — (u-Vny +x1V - (n1Ve))(:, s)ds
0
¢

etAnZo + / e(tfs)A(ugng(l —agni; —ng) — (u-Vng + x2V - (naVe)) (-, s)ds
0

t
etPeg — / e =92 (uVe + (any + Bna)c)(-, s)ds
0
t

e~ tug + / e UIAP((yny + 6ng) Vo — (u - V)u)(-, s)ds
0

donde (€)= y (e7#)s>0 son el Semigrupo del Calor y el Semigrupo de Stokes, respectiva-
mente.
3.3.2. ¢(5)C Sy ® es contractiva

Nuestro objetivo actual serd demostrar que ® mapea a S en S para ciertos valores de R
y T > 0 que especificaremos méas adelante. Ademds, mostraremos que ¢ es una funcién
contractiva.

B(S)C S

Notemos que u - Vny = V - (nju), entonces observe que u- Vny + x1V - (n1Ve) =V - (nju +
x1n1Ve). Denotando por f a la expresién nju + x1n1Ve y aplicando la norma de C°(€),
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tenemos que ® es acotado como sigue:

|@1(n1, n2, ¢, u)(+, 1) || co()

¢
etAnLo + / e(tfs)A(ulnl(l —ny —ang) — V- f)(-,s)ds
0

coQ)

t
= HetA”LOHcO(Q) t H/O "R (uany (1 = ny — arng) — V- f)(-, s)ds

o)

Recordemos que | - [|co(q) = || - | = (0) para cada elemento en C°(€2). Ademas,
k) I Q (47Tt)§ 4t El

Ahora, usando la inmersiéon D((—A + 1)%1) < C9%(Q) para m = 0, p = oo, B € <%, %) y
q € (2,00) en [2.7.16] tenemos que

t
=/ 12 (uany (1 — my — arng) = V- £)(-, 8)|lwo.ce(yds
0

t
/ e(t_S)A(ulnl(l —ny —ang) — V- f)(-,s)ds
0

L(Q)

t
< Co,oo/ I(=A+ 1) eTD2 (yny (1= ny — arng) = V- )+, 8)l| paoy ds.
0
Se toma este valor para (31 para asegurar que

1 1
=—53>0y —B1+—+1>0,
2 2q

esto para garantizar que 7251 - o0 cuando T — 00, esta observacion serd de vital impor-
tancia mas adelante en la eleccién de R y T > 0 con el fin de que ® mapee a S en S.
Utilizando el segundo item del Teorema se llega a:

t
CO’°°/ I(=A + )22 (i (1= n1 = aina) = V- f)(-8)l| agoyds
0

(t—s) (t—s)
29 Ae s

t
- CO’OO/ (A +1)%e 2 2 (i (1 —ny — aing) — V- £) (-, 8)|| pa()ds
0

t t — 5 7ﬁ1
< 6070002/ < 2 )
0
t t — s _Bl
< Co,ooCQ/ ( 5 )
0
t t — s 761
+ 6070002/ ( 5 )
0

= €0,0002(11 + I2).

Note que la integral I se logra acotar usando el tercer item del Teorema [2.7.17] como sigue

e(t;S)A(Mlnl(l —np — a1n2) -V f)(7 3))

ds
La(9)

(t—s)
e TR (i (1= ny — arna)) (- 5)|

ds+
La(Q)

ds
La(Q)

AV ()
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ds

t t_S 7ﬂ1
/0( 2 > L1(0)
Erp—s\ P ft—s\ "
<o [ (37) ("F°) Wl

Recordemos que f =nj - u+ x1n1Ve y utilizando el Teorema [2.8.9] se sigue que

(t—

TV ()]

NI

||f||Lq(Q) < ||n1||Lq(Q)(”UHLq(Q) + X1||VC||Lq(Q))
1
< 1907 ||na [| oo ) (C(2, 2) | A% 20y + X1 llellwrrae))s

para 0 € (3,1).
Con lo anterior, podemos asegurar que existe una constante Ki(R) > 0 tal que

£l Lo 0y < K1 (R).

En consecuencia, tenemos que

bre—s\ M ft—s\ 2 L b g\ A3
04/ ( 5 > < 2 > | £l La(yds < CaKy (R)/ ( 5 > ds
0 0

2%+ﬁ1 1
< C4K{(R) 5 BlTi—ﬁl.

Ahora, estudiamos la integral ;. Utilizando el Lema [2.7.17 y el hecho de que | - |[fa(q) =
| - llwo.aq), existe un Cs > 0 que solo depende de ¢ tal que

/’t t_s _Bl
0 2
t t—S 7&1

<
<a [ (%)

bt — s\ P ft—s -2
<Cs [1m1 (1 —n1 — arne)|| Loy ds

o \ 2 2

t _ —B1—3
= 0506(3)/ <t s) “ds < Cr(R)T P,
0

(t—s)
e 2 A(,ulnl(l —ny — aan))('vS)‘

ds
L91(Q)

(t=s)
ez 2(um(l—ng - a1n2))('73)‘

N

ds
L91(Q)

(—A+1)

para algunos Cg, C7 > 0.
En conclusién tenemos que:

1
Hq)l(nlan27cv u)(‘ﬂt)HCO(Q) < HnLOHL"O(Q) +K1(R)T2 ﬂl?

para alguna constante K1(R) > 0.
Procediendo de manera similar para ®,, sabemos que existen una constante Ks(R) > 0y

B2 € (%, %) especificos tales que

1
[®2(n1, na, ¢, u) () |lco) < [In20llLee(o) + Ka(R)T272.
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Ahora, nos concentraremos en acotar ®3. Notemos que

t
1©5(n1, 2, ¢, 0) (- D)l wrao) = || eo —/ =92 (Ve + (any + Bna)e) (-, 5)ds
0

wha(Q)

¢
< ”etACOHWLq(Q) —i—/o He(t_S)A(ch + (any + Bna)c) (-, 8)lwa)ds.

Seleccionamos q1, q2,7,0 € R tales que

2q

0< — 2
q(2y—1)+2

1
<q, =—<y<1, 0<dé<l—v vy

< g9 < q.
9 q2 < q

q1
0q1 +1

Observe que ¢(2y—1)+2 # 0, ya que q2;q2 < % < 7. Ademas, por el Lema [2.7.15| conseguimos
la existencia de constantes C1 4, C7,Cg > 0 tales que

t
/ 12 (Ve + (an1 + Bnz)e) (-, 8) |wa(q)ds
0

t
< Cl,q/o I(=A+ 1)76(t*3)A(ch + (any + pna)c) (-, )| La (Q)dS

t t - - t—s
< C1,q07/ ( 5 S) He( 2 )A(ch+ (any + Bn2)c)(+, s)|| Lo ()ds
0

Crb—s\Y [t—s\ 0
< (01,,C7C3 5 5 [uVe + (any + Bna)cl| Lo () ds.
0

Aplicando la desigualdad de Cauchy, la desigualdad de Holder y la inclusion existente entre
los espacios LP (ver Teorema [2.4.12] ), conseguimos que existen constantes Rj, Re > 0 para
las cuales se satisface que:

[uVe + (ani + Bnz)el| e (o)
< Ri|lullpeo @ IVell Loy + Rallany + Brel|Le (o) llellLeo)

< Rallull peaoyllellwra) + Rallant + Bnz|| L@ llellwra(q)-

De lo anterior, tenemos que existe una constante Co(R) > 0 tal que

Lrt—s\7 (t—s\°
Cl,qC7CS/ < 5 ) < 5 > |luVe+ (oml + B?’LQ)CHng (Q)ds
0

trt g —y+4
< C1,,C-C5Co(R) / < . ) ds
0

< K3(R)T 7o+,
Asimismo, existe una constante C1y > 0 tal que

@3 (1, m2, ¢,0) () lwraga) < (€20l gy TE3(R)T T < Crollollypn,aqq) +Es(R)T 74
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Nuevamente, se observa que dada la eleccién de § > 0, tenemos que T+ — o cuando
T — oo. Ahora, notemos que

|A°®4(n1,m2, ¢, u) || 120y < 1A% M| 20
t
+/ | A= U= AP((yny + 0ng) Ve — (u- V)u) (-, 5) 12 ds
0

= Jl + JQ.
Observe que por las propiedades del operador de Stokes y dado que el Semigrupo de Stokes
tiene norma de operador idéntica a 1, se sigue que

—tAA6'

Ji = || A% g 2 ) = Il uollz2() < %0 r2()-

Por un lado, definamos ¢ = (yng + dn2)Ve — (u - V)u. Dado que el operador A%e=% ests
acotado por t~? bajo la norma de los operadores lineales y como ||P|| < 1, obtenemos que

1A%~ APEC, )| 2 (@) < (8= 5) P IPEC 9)) 2@
< (t =) ([(vn1 + 0n2) V| 20y + [l (- V)ullp2(0) -
Aqui usamos la siguiente desigualdad ||(yn1+0n2)V | 12(q) < [[(yn1+0m2) || L2(0) IVl Lo () -

(3-2)

Por otro lado, si fijamos n = 2 en el Lema [2.8.3] entonces existird una constante Cy; > 0 tal
que

(- V)ull 2@y < llull @)Vl 2@) < (Crall A%l 2 () + Csllull2(e)*.
Ademis, debido a las inclusiones continuas L?(Q) — L®(Q) — D(AY), se garantiza la
existencia de una constante Ci > 0 tal que

(Cill A% 2y + Crallull 2 ())? < Crall A% 72 g
Luego, por y usando la desigualdad previa, conseguimos que
1A%~ C=9APE( )| 2 () < (8= 5) " ([(y1 + na)l| 20 |Vl L= () + Coll A%l g )-
Dado que ¢ € C17(Q), tenemos que V¢ € L°°(9). Asf, existe un K4(R) > 0 tal que

t
/0 | A%~ AP(E (-, )| oy ds < Ka(RYT'.

Por lo tanto,
| A% @4 (n1, o, ¢, u) |l r20) < 1A 0| p2() + Ka(R)T .
Observe que por hipétesis 6 € %, 1), de modo que T'% — 0o cuando T — co. Ahora, por
la Propiedad Arquimediana, existe un Ng € N tal que max{K;: i =1,2,3,4} < Npy
[®@(n1,m2,c,u)|lx < |In1ollcoor)yco@)) + [In20llcoo,r:co@) + Crollcollcoo,rywra))
+ lluollcopo,r); a0y + Np(T2 Pt 4 T3~ f P40+l 4 T120),

De lo anterior, tomando R > 0 suficientemente grande, dependiendo de |[n1 o[ Lo (), [[72,0l| > (02)
Crollellwra), ||A9u0||L2(Q), y un 7' > 0 lo suficientemente pequeno conseguiriamos que en
efecto ®(S5) C S.
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® es contractiva

Ahora vamos a demostrar que ® es una funcién contractiva, para ello veamos que existe un

k € (0,1) tal que dados 21 := (ni,nl,ct,ul), 20 := (n2,n3, c? u?) € S se verifica que

1@ (22) — (21)llx < Kll22 — 21| x-
Estudiando ®; tenemos que
D1 (22) — P1(21)
- /ot IR (1 = nf —arny) — (u' - Vaj +xaV - (n]Ve'))
— (1 =n? —an3) + (u? - Vni +x1V - (n3VeD)) (-, s)ds

t
= [ 93 (h (14 0 D) )
0

t
/0 ! @y (nny = nind) + V- ((nf(u' + xaVeh)) = (ni(u® + xaVe?))) (-, 5)ds
=1 + 1.
Definamos f = ajpu1(nind —n2n3) + V- ((ni(u! + x1Vel)) — (n2(u? 4+ x1Ve?))). Analizando

I5 y usando el primer postulado de (2.7.15]) con n; € (%, %) y g > 2, vemos que existe C7 > 0
tal que

t
Ml ey = H /0 =0 5)ds

L=o(Q)

t
S/O €2 F || oo () (-, 5)ds

t
<o / 1A + 1) eC98F| 10 (- )ds
0

t (tfs)A (tfs)Ai
e / 1A+ 1) T8 T AT Ly (- 5)ds.
0

Empleando los items 1 y 2 del Lema [2.7.15] observamos que existen Cy, C5 > 0 tales que

(t=s) A (t=5)
e

t A t t—s —m (t=9) A
Cr [ I+ e AT oy (s < Co [ (55) 1€ A Pl - 5)ds

Lrt—s\ ™™ 1 (=) a—
<o [(57) I 0 T T o).
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Notemos que tomando € = i en 4. del Lema 1’ y utilizando 1. del mismo Lema, podemos
concluir que existe C4 > 0 tal que

1 (t—s) A— 1 (t—s)
I(~A+1)2e 2 AF|lpa) < I(=A+1)Ze 2 (arpi(ning — nind))| Loy

(t—s)
+(—A+1)2e 2 AV - (nh(u! + x1VeY) = (0312 + 1Y) | Lo

NI

(3-3)

t—s\
<Cy <2> (larpa(ning — n%n%)HLq(Q)

+ [|nt (u! + x1Vet) —n? (u? + 1 V) l Lae)-
—_———— —_——
=1 =2
Usando el hecho de que L(Q) < L>®(Q) — D(A?) y la naturaleza del conjunto S, garanti-
zamos la existencia de constantes Cs, C(R) > 0 tal que
laspia (ningy = nind)ll o) = llarp (ning = ning + nin — ninj)llLe)

= lavpa((ny = ni)ny + (ng — n3)nd)l| Lage)

< Cs|Ingllpe(yllnt — nillze () + Cslindllzeo@)lint — nill L)

< Co(R)|[ni — 1| o= (0) + Co(R)|Int — ni| (),

Ini¢1 — nigallLe(q) = In1d1 — nide + nide — nida| L)
< |Ini(¢1 — d2) + d2(ni — nd)l Lo
< Cs(R)||p1 — d2lla() + ld2llLag)lInt — nillLace)-
Observemos que
161 — b2l rag) < [I(u! + x1Ve!) = (W + x1VE?) || e
< Csllut — u?| peaoy + xalle' = llwra@),

g2l Lae) = llv* + X1V || Loy
< Osl|u?|| prasy + x1ll€llwa(e)
< C6(R).
Asi, continuando con la estimativa de al emplear las anteriores desigualdades, consegui-
mos la existencia de una constante C7(R) > 0 tal que

t—s 2
) Ik = n2l ey + I} = 2l

2

1 (t=s) A—
J=A + 12 T8 1o 307(1%)(

+llut = @[ pasy + lle" = ellwrag@)-

Por lo tanto, existe Cg(R) > 0 verificando

t t—g -1 1 (t=s) A— t t— s _%_771
Cy /0 ( ) N + 13 T2 8T ey (- 8)ds < Cr(R)]22 — 21 lx /0 ( ) ds

I~

2 2
1
< C7(R)T5_m ||22 — ZlHX-
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Por consiguiente,
1_
12|l Lo () < Cr(R)T2"M |22 — 21 x- (3-4)

Procedamos a analizar I;. Usando el mismo tratamiento previo tenemos que existen constan-

tes Cs, Cy, Cho, C11(R), C12(R) > 0 tales que
t
[ 11l oo () < /0 €92 ((n] — nd) (L + 0t +n])(, 9)ll e () ds

t (t—s) (t—s)
<Gy / I=A + 1M T2 28 (0] — n2)un (14 02 +n2))(-8) | Loy ds
0

t t— —M (t—s)
<o [(57) 1k (1 )9
0

trt—g\ ™™ (t—s)
<o [((552) " e 0T ol (14 s )
0

t t_S 77717%
<ou [ ("57) k-t )0 gy ds

) ) TR -m—3
< Ci(R)|ny — anC’O([O,T];C’O(Q))/O ( 5 ) ds
1_
< Cra(R)T =" [nj — nfllcoo,ryc0 ()
Teniendo en cuenta las desigualdades 1| y 1) y fijando m € (%, %), observamos que

1
[®1(22) — @1(21) [l co(o,r)c000)) < Cra(R)T2™ 22 — 21| x,

para algun Cj3(R) > 0.
De manera similar, dada la similitud entre ®; y ®9, el anterior razonamiento nos permite
encontrar una constante C14(R) > 0 tal que

1_
[®2(22) — P2(21) [ cogo,r)ic00)) < Cra(R)T27 7|22 — 21| x,

para algun 7y € (%, 3).
Ahora, analicemos ®3. Observemos que

t
By(29) — P3(21) = / e IR vel + (ant + Bnd)e) (-, s)ds
0
t
- / et =I2 W2V + (an? + Bn2)c?) (-, s)ds
0

t
:/ e IRVl — V) (., s)ds
0

t
/ =92 (anl + Bub)e — (an? + And)e?) (-, s)ds
0 =M1 =72
=0 + Is.
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Analizando I; y usando el mismo razonamiento realizado en (4-5|), conseguimos estimar [y

para algin 73 € (%, 1)y 6 € (0,1 — n3) como sigue
t
IBlhwiae < [ 1098 Vel = 29E) ) lwragods
0
t
<Cis [ A+ )P IRV TN, )] oo ds
0

t —s —s
2015/ I(—A + 1)7736%A€“27)A(u1v01 _ u2V02)(., 5)||Lq(Q)ds
0 (3-6)

t t— —"n3 s
§C16/ ( 2 S) le =2 (WY = u2Ve) (-, 5) | Loy ds
0

Lt — s (t—s)
<C17/ ( 5 S) I(—A+1)% E A'Ve' = u?VeP) (-, 8)|| Laoyds
0

t oy g\ 0
Scls/ ( 2 ) [(u!'Ve! — “QVCQ)('vS)”L‘?(Q)dS'
0

Luego, teniendo en cuenta que LI(Q) < L®(Q) < D(A?) y la definicién del conjunto S,
existe una constante Cig(R) > 0 verificando

|ulVel — UQVCQHLq(Q) =||ulVe! —uVe! +uVel — u2V02||Lq(Q)
<" = u*)Ve | a) + IV (" = )u?|| oo
<Ci9(R)|[u' —u®||prasy + Cro(R)l|c! = ¢[lwrae-
Usando lo anterior en (4-6)), obtenemos que existe Coo(R) > 0 tal que

111 lwragay < Cao(R)T 07 |ut = u?|| gojo 7. p(a0))

s (3-7)
+ Coo(R)T' 07|t — | co(po.r) ().

Similarmente, para I, garantizamos la existencia de constantes Co1(R), Co2 > 0 que satisfacen

12l Car(R)T' 27| — [l oo,y wraqy)
+ Cor(R)T' 7 |ly1 — y2lleoorry:co(9))
<Cor(R)T 7 |c! — || coo,rywra(e)) (3-8)
+ Coa(R)T' 2 I} — nil| coo.1).c0(0)
+ Coa(R)T" 7 |Ing — n3 | co(po.1):co).

Por las desigualdades (4-7) y (4-8)), podemos tomar una constante Ca3(R) > 0 satisfaciendo

1®5(22) — P3(21) oo, rymwraqay) < Cos(R)T 07|20 — 21| x-
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Procederemos a realizar nuestro andlisis para ®4. Observemos que

Py(22) — Pa(21) = /Ot e IR ((ynf + 5n3) Ve — (u* - V)uP)(-, s)ds

t
— / e_(t_s)A]P’((’m]lL + (5n%)v¢ — (ul . V)ul)(~, s)ds
0

= [ IR 0] )+ 5008 - b))V, i
0

- / C AP Vyu? — (ub - V)ul))(, 5)ds
0

= [ B 0 ) + 6003 b))V )
0

— /t e EDAP((W? - (V(u? —ub)) + (u? —ub) - Vub))(-, s)ds
0
=11 + 5.

Usando en I, el mismo razonamiento que se encuentra en (4-2f), conseguimos que
t
14Tl < [ 1A% B (0 = nd) + 803 = n)) V() s

t
< [ =5ttt =)+ 60 — nd) V() 120y
< CoyT' 10} = nilleooryz=()) + CoaT' "’ |In3 — n3ll oo, ryLoo @)

Haciendo uso del Lema con n = 2 y teniendo en cuenta que L?(Q) — L>®(Q) — D(A?),
garantizamos la existencia de constantes Cos, Cog(R) > 0 tales que

t
|4 I 12 < /0 [ A%~ AP((u? - (V(u® —uh)) + (u® — ') - Vuh)) (., )2 ()ds
t
< / (t— )70l - (V(? — uh) + (u — u') - Vul)) (-, 8)]| 2y ds
t
< / (t — )06 | ooy Cos (1 A% (42 — )| 2 + [ — ] 2y (- )

t
+ / (t— ) lu? — ! ooy Cos (A% [ L2y + [ 2 (- 8)ds

)

< Cos(R)T|lu' = u?|| ooy, (40) -
Por lo tanto,
[@4(22) — a(21) | coqo.r)) < Cor(R)T )22 — 21|
Finalmente conseguimos que
[®(22) — ®(21)||x < (Crs(R)T2™™ + Cra(R)T2™™ + Cos(R)T 07 + Cor(R)T %) |20 — 21| x.

=k(T)
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Ahora, observemos que las constantes C13(R), C14(R), C23(R), Co7(R) > 0 son independientes
de Ty dependen directamente de R. Entonces, eligiendo R tal que ®(S) C S y tomando
T > 0 lo suficientemente pequena (de ser necesario) para que k(T') € (0,1), conseguimos la
contractividad de ® con ®(S) C S. Asi, por el Teorema del Punto Fijo de Banach, podemos
garantizar la existencia de un punto fijo (n1,n2,c,u) € S, obteniendo asi la existencia local
de soluciones en nuestro sistema.

3.3.3. Resultados de regularidad

Por otro lado, para garantizar las condiciones de regularidad citadas en el Lema bastaria
con realizar un razonamiento andlogo al realizado en [32] usando estimativas estdndar de
Schauder con las cuales conseguirfamos la existencia de un « € (0,1) y un Cog > 0 tales que

”nlHC““’l*%(Qx[t,tH]) + Hn2||02+°"1+%(Q><[t,t+1])

+ HC”CQJFO"H%(QX[t,t—i-l}) + HUHC2+°"H%(QX[t,t+1]) < Coyr

para todo t > 0, de lo cual se verifica el resultado de regularidad deseado.

3.4. Soluciones globales Vs Soluciones no acotadas

Consideremos los espacios

Xo=0C" [0, );CO(Q) x C0(Q) x Wh(Q) x D(A%) |,
X, =C"° [ );CO(Q) x CO(Q) x WhH(Q) x D(4Y) |,

Xy =0CY

Observemos que el razonamiento realizado en la Seccién puede ser aplicado a cada X,
siempre que

(n1,ng,c,u) (-, zn) € CY(Q) x CY(Q) x WH(Q) x D(Ae),
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siendo z, el menor numero real del intervalo I,,. Luego, podemos elegir T4, € (0, 00] tal que
(n1,n9,c,u) € S C Xy, donde

Xy = C° ([O,me);cO(Q) % Q) x WH9(Q) x D(A(’)) .
Del anterior analisis tenemos dos posibilidades mutuamente excluyentes:

1. T4 = 00, asegurando soluciones globales en el sistema.

2. Existe una discontinuidad de (n1,n2, ¢, u) en Tpa., de lo cual podemos inferir que

t_}le ([n1 () oo () + [In2(s ) oo (@) + lleC Ollwrr) + [[A7u(-, )] 22(0)) = oo,

max

para todo o € (1,1).

3.5. Positividad de ny,n9 y ¢

Por la similitud de las ecuaciones 1 y 2 de nuestro sistema (4-1)), bastard analizar la positividad
de n; y se tendrd de manera andloga la positividad de ng. Para mostrar la positividad de
n1, recordemos que esta funcién puede dividirse en su parte positiva y parte negativa de la

siguiente manera:
ny =n{ —ny, donden] :=mix{0,n1}yn; := —min{0,n}.

Entonces, es claro que n; es no negativa si y solo si n; = 0. Para probar que n; es positiva,
mostraremos primero que ella es no negativa, esto es, n; = 0. Para iniciar, observemos que
la parte negativa de n; satisface la ecuaciéon 1 de nuestro sistema . Multiplicando esta
por n; e integrando esta sobre ) tenemos que

/nl(nl)t+/ nyu-Vny :/ ny Any —Xl/ ny V- (ny Ve)
Q Q Q Q

(3-9)
[ (0= 07 = amma).
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Procedemos a analizar cada término de la anterior ecuacién. Aplicando integracién por partes,
usando la igualdad V - u = 0 y sabiendo que u = 0 en 0f2, tenemos que

/in‘(u-an):/Qulnf(nf)er/ngnf(nf)y

- /Q 0 () — /Q ny (uany)y

ny ((uiny )z + (u2ny )y)

ny ((u1)zny +ui(ng )z + (u2)y)ny +ua(ny)y)

ny (i V-utu-Vny)

S~ S— S — 55—

Entonces,
/ n(u- Vny) = 0, (3-10)
Q
Usando las formulas de Green obtenemos que

/nlAnl :—/ IVni |2 (3-11)
Q Q

1

Por otro lado, usando integracién por partes y la desigualdad de Cauchy con € = 1 se sigue
que existe un C7 > 0 tal que
[ V-V = =i [ arlngeds + (e,
x| (7 )ees + (07
:xl/anan -Ve (3-12)

g/ |Vn1_|2—l-X1/ Iy Ve|?
Q 4 Jo

S/ |Vn;\2+01/(n;>2-
Q Q

Reemplazando (4-10), (4-11)), (4-12) en (4-9) y teniendo en cuenta %(nfﬁ =2n;(n] )t y
0,n1 = 0, podemos conseguir un Cy > 0 que satisface

;i/g(n;)Z SCl/Q(nI)2+u1/Q(nI)2(1—nI — a1ny)

<¢ /Q (n7)? + |1 — 7 — arnalleo oo /Q (ny)?

<C /Q(”I)Q'
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despejando conseguimos finalmente que

& Lo <ac [ @iy,

Ahora, sabemos que n; (0) = 0 y aplicando la Desigualdad de Gronwall sobre la anterior

JaE ( / (n;<0)>2> (20t

Por lo tanto, n; = 0 c.t.p., y como n] es continua, concluimos que n; = 0 en Q2 x [0, 7] como

expresion, vemos que

se querfa. Por similitud, n, =0 en Q x [0, 7.
Teniendo en cuenta que la parte negativa de la funcion c satisface la tercer ecuacion del
sistema (4-1)), entonces procedemos a multiplicar por ¢~ e integrar sobre € consiguiendo que

/ ¢ ()t +/ cu-Ve = / ¢ AcT — / (any + Bng)(c7)2. (3-13)
Q Q Q Q
Haciendo uso de la integracién por partes, el hecho de que u =0 en 002 y V- u = 0, tenemos
/ cu-Veo = / uie” (¢ )g —I—/ ugc” (¢7)y
Q Q Q
=— / (urc )z — / (ugc™ )yc™
Q Q

= —/ ¢ ((ue )z + (u2e™)y)
Q

que

_— / ¢ (()ee™ + ur(c o + (uz)ye +uz(c)y)
Q

:—/c_(c_v-u—i-ch_)
Q

:—/C_u-Vc_
0
/c_u-Vc_—O
Q

Reemplazando lo anterior en 1) teniendo en cuenta que %(c*)2 = 2¢ (¢7); y usando
integracién por partes, obtenemos

s L= [ eae = [ an+ gua)(ep?

< /Q Ve 2 + flams + Bralloogo.zionga) /Q ()

=Cs
< C'3/Q(C)2-

De lo cual se concluye que
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Por lo tanto,
d _ 2 —
—\C SQCg/ & 2.
Z() (@)

Aplicando la Desigualdad de Gronwall en la anterior expresiéon y teniendo en cuenta que

/Q (c)2 < ¢2Cs /Q (c=(0)) = 0.

Dado que ¢~ es continua, podemos concluir que ¢~ = 0 y, asi, ¢ es una funcién no negativa
en Q x [0,T].

Finalmente, una vez mostrado que las funciones ni, ns y ¢ son no negativas, veremos a

¢ (0) = 0, tenemos que

continuamos por qué ellas son positivas. Basta demostrar que c es positiva, ya que el razona-
miento que se usa puede ser aplicado a las funciones ny y ny. Para comenzar con este anélisis,
observemos que de la tercera ecuacién del sistema (4-1]), tenemos que

Ac—c—u-Ve— (ang + Bna)c = 0.

:=Lc

Notemos que L es un operador uniformemente parabdlico y que Lc < 0. Definamos M :=

fr(lf }c. Como ¢ > 0, entonces M > 0. Luego, realizando un razonamiento por casos, con-
Qx(0,T

cluimos que:

= Si M > 0, entonces de inmediato ¢ > M > 0, cumpliéndose la positividad.
= Si M = 0, entonces, partiendo nuevamente por casos,

1. Si ¢ > M en todo €2 x (0,7, entonces ¢ > 0.

2. Si ¢ = M en cierto punto (xo,tp) € 2 x (0,7], entonces por el principio fuerte
del minimo para operadores parabdlicos tendremos que ¢ = M en todo € x [0, ¢o].
Por lo tanto, ¢cg = M, pero ¢y > 0 lo cual es una contradicciéon. Por consiguiente,
c>0.

En conclusién, ¢ es positiva. De forma andloga, nq y no son positivas.

3.6. Unicidad de la solucion

En esta parte, mostraremos que el sistema en cuestién tiene una tnica solucion a través de un
argumento de contradiccién. Para ello, sean (n1,ne, c,u, P) y (f1,ne, ¢, f’) dos soluciones
del sistema , y definamos

Ny :=ny —na,

N2 =N — ﬁQ,
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De la primera ecuacién del sistema (4-1)) tenemos que

(n1)e +u-Vny = AnyxaV - (m1Ve) + pini(1 —ny — aing),
(M)¢ + 0 - Vg = Anix1V - (1 VeE) + pini (1 — 1y — arng).

Restando las anteriores ecuaciones conseguimos
(M)t+u-Vny —u-Vig =A(N1): —x1V - (miVe—mVe)
+ pa[(n1 — ) — (nf — 1i1%) — a1 (ning — Ryg)).
Observemos que

u-Vni—u-Vig=u-Vni —ua-Vny+ua-Vny —a-Vng

=W -Vni +4-VNy.
Reescribiendo el segundo término al lado derecho de la ecuacién (4-14) tenemos que

x1V - (mVe —n1Vé) = 1V - (niVe — Ve +ni1Ve — i Veé)
=x1V:(N1Ve) +x1V - (m VK).
Analizando el ultimo término al lado derecho de la ecuacién (4-14) vemos que
pil(ny — ) — (nf —101%) — ar(nang — fniz)]
= /“Nl — ul(nlNl + ﬁlNl) — al(nlNg + 'fLQNl)

= i Ni(1 —ny — g — arng) — aiping Na.

Reemplazando (4-15)), (4-16) y (4-17) en (4-14)), llegamos a la igualdad

(Nl)t + W V’I’L1 + U - VNl = ANl — le . (N1VC) - le . (’fZ1VK)
+ M1N1(1 —ny — le — alflg) — alulmNg.

Luego, multiplicamos la ecuacién (4-18|) por Nj e integramos sobre (2 para obtener

/Nl(Nl)t—i-/NlW-vnl—i-/Nl(’ll'VNl):/NlANl—Xl/N1V'(N1VC)
Q Q Q Q Q

Xl/va-(ﬁ1VK)+p1/N12(1n1ﬁlalﬁg)alul/NlnlNg.
Q Q Q

(3-14)

(3-15)

(3-16)

(3-17)

(3-18)

(3-19)



3.6 Unicidad de la solucion 63

A continuacién analizaremos algunos términos de la ecuacién (4-19). Usando integracion por
partes y observando que W =0 en 02 y V- W = 0 podemos concluir que

/N1W~Vn1:/Nl[Wl(nl)erWQ(nl)y]
Q
/N1W1 ni)e /N1W2 n1)y
- /(NIWI)znl /(N1W2)yn1
A ¢ (3-20)
- —/ nlv- (N1W)
Q
—/n1[VN1-W+N1V~W]
Q

——/TLlVNl-W
Q

Por otro lado, notemos que al usar integracién por partes varios términos de la ecuacién
(4-19) son reescritos como sigue

/Nl(ﬂ-VNl) =0, (3-21)
Q
/NlANl :—/ VN2, (3-22)
Q Q
/ XINIV . <N1VC) = _Xl/ N1VN1 . VC, (3—23)
Q Q
/ 1MV - (M VK) = —x1 / 711 VN7 - VK. (3-24)
Q Q

De (4-23)), (4-24) y aplicando la desigualdad de Cauchy, obtenemos la desigualdad

Xl/va-(vac)—i-Xl/N1V'<ﬁ1VK):X1/N1VN1-VC+fL1VN1-VK
Q Q Q

1 1 R
le ( / |VN1’2 + 2X1 / |N1VC|2> + X1 < / |VN1|2 + 2)(1 / ]n1VK|2> .
8x1 Ja Q 8x1 Q

Haciendo uso de la desigualdad previa y las propiedades de regularidad para c y n, garanti-
zamos la existencia de constantes C7,Cy > 0 que satisfacen

1
Xl/ N1V - (N1Ve) + X1/ NV - (mVK) < / VN |? + Cl/ N+ (72/ VK.
Q Q 4 Jo Q Q
(3-25)
Por otro lado, observemos que de la regularidad de ni, nq y ng existe C3 > 0 verificando

/ ,u1N12(1 —nyp — le — alﬁz) S Cg/ N12 (3—26)
Q Q
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Y utilizando la regularidad de n; junto con la desigualdad de Young conseguimos una cons-
tante Cy > 0 tal que

—al,ul/ nlNlNQ S al,ul/ |n1N1N2| S C4 (/ N12 +/ N22> . (3—27)
Q Q Q Q

Teniendo en cuenta que £N7 = 2Ni(N;); y reemplazando (4-20), (4-21)), (4-22)), (4-25),
(4-26) y (4-27) en (4-19), vemos que

1d 1
/N12</n1VN1-W—/ ]VN1\2+/ |VN1]2+C’1/N12
2dt Jo 0 0 4 Jo Q

+Cg/|VK]2+C’3/N12+C’4/N12+C4/N22.
Q Q Q Q

Ademads, notemos que existe C5 > 0 satisfaciendo

(3-28)

1
/nlvm.wg/ VN[ W] < 4/ |VN1|2+C5/ W
Q Q Q Q

Entonces, reemplazando lo anterior en (4-28)) y despejando tenemos que existe una constante
Cs > 0 tal que

d
/Nfg—/ VN1 |2 + Cg (/ N12+/N22+/ \W\2+/ \VKP). (3-29)
dt Jo Q 0 0 Q Q

Usando un razonamiento similar en la segunda ecuacién del sistema (4-1f), podemos afirmar
que existe C7 > 0 verificando la desigualdad

d/Ngg/ IVN|? + C (/ N12+/N22+/ |W|2+/ \VK|2>. (3-30)
dt Jo Q Q Q Q Q

De la tercera ecuacién de nuestro sistema tenemos que
¢t +u-Ve=Ac— (ani + Bna)c,
¢+ u-Vé=Aé¢— (any + png)é.
Restando ambas ecuaciones conseguimos
Ki+u-Ve—1u-Vé=AK — ((any + Bng)c — (ang + Bng)é). (3-31)

Observemos que
u-Ve—u-Vé=u-Ve—u-Vé+u-Vé—u-Veé
=u-VK+Ve-W.

Por otro lado,
(04111 + Bng)c - (Oéﬁl + BﬁQ)é :(am + ﬁ?”LQ)C — (04721 + ﬂnz)é
+ (am + an)é — (Oth + ﬁﬁg)é
=(any + Bng) K — ¢(aNy + BN2).
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Reemplazando las dos tltimas igualdades en (4-31]) tenemos que
Ki+u-VK+Veé-W=AK — ((any + Bn2) K — (N1 + BN2)é). (3-32)

Multiplicando por K e integrando sobre {2 vemos que

/QKKt+/QK(u~VK)—i—/QKVé-W—/QKAK—/Q((am—i—ﬁng)Kz

(3-33)
- /Q K(aN: + AN3)E).

Usando razonamientos andlogos a los expuestos en el estudio de la primera ecuacion del
sistema (4-1)) notamos que existen constantes Cg, Cy > 0 tales que

/Ku~VK—0,
Q

/KW Vc——/éW VK,

/KAK_ /|VK\2

—/(am—i—ﬁng)KQ §/](ocn1+ﬂn2)K2| SC’g/K2,
Q Q Q

Q Q Q Q Q

Entonces,

/K2 /cW-VK—/ yVK|2+CS/K2+Cg/ \N1K|+Cg/ INoK|.  (3-34)
th Q Q Q Q

Ademas, podemos acotar el primer término del lado derecho de la desigualdad anterior como

1
/éW-VKg/ yéW||VK|§Cw/ |W|2+/ VK2,
Q 0 Q 2 Ja

para alguna constante Cp > 0. Usando la desigualdad de Young en (4-34)), reemplazando lo
anterior y despejando conseguimos una constante C'1; > 0 que satisface la desigualdad

d/KQS—/]VK\ZJrCn(/N12+/N22+/K2+/\W|2>. (3-35)
dt Jo Q 0 0 Q Q

Ahora, de la cuarta ecuaciéon del sistema (4-1)) tenemos que

sigue

u 4+ (u-V)u = Au+ VP + (yn1 + dn2)Ve
Gy + (4 V)i = At + VP + (v + 6h2) V.
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Restando las anteriores ecuaciones obtenemos la igualdad
Wi+ (u-Viu—(a-Va) =AW + VR + (yNy + IN2)Vé. (3-36)
Analizando los dos ultimos términos de la izquierda de la ecuacién (4-36) vemos que

(u-V)u—(a-Vi) = (u1 D1 + ugDa)u — (1. D1 + G2 D2)u
= (u1 D1 — w1 D1u) + (ugDau — Gg Dati)
= (u1D1u — 41 Dyu + 41 Dyu — 41 D14)
+ (ugDau — G Dou + tig Dou — 1o Doti)
=W -Vu+ (a-V)W.

Aplicando W a la ecuacién (4-36) e integrando sobre {2 obtenemos la igualdad

/QW-W,:—F/QW'(u‘V)u—/QW(a-Vﬂ):/QW-AW—F/QW‘VR

(3-37)
+/ w - ("}/Nl + (5N2)V¢
Q

Observemos que usando integracién por partes y teniendo en cuenta que W = 0 en 000 y
V - W =0, podemos concluir que
/QW- (W - V)u :/QW (W1 Dyu + WaDyu)
:/WlW-D1u+/W2W-D2u
/W1 Wi (ur)e + Wa(ua), /W2 Wi (u1)y + Wa(uz),)

- [ovi

w1+ (WiWa)gug + (WaWi)yus 4+ (Wa)us

)
_ / o0 WD)z + (Wa2W1),, (3-38)
o \(WiWa), + (W3),
_ / w. [ Wi W)z + Wi((Wh)z + (Wa)y) + Wa(Wh),
o  \Wi(W2)e + Wa((W1)e + (W2)y) + Wa(Wa),
:_/ " Wi (Wh)z + Wa(Wh)y
Q W1 (Wa), + Wo(Wa),y
— [ oW w),
Q

Utilizando un razonamiento similar al previo, notamos que

/ W (i V)W =— / W (VW - ). (3-39)
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Por las formulas de Green tenemos

/W'AW_/WI'AW1+W2AW2
Q Q

:—/ |VW1|2—/ VW, |? (3-40)
Q Q

=— / VW .
Q

Haciendo uso de la integracién por partes, observamos que

/W-VR:/Wle+/W2Ry:—/RV-W:0. (3-41)
Q Q Q Q

Integrando por partes obtenemos

[ W+ 080 Vo = [ N (Wis + Was,)
@ =N* °

_ /Q((N*Wl)x + (N*Wa)y)o

_ / (NIW3 + N*(Wh), + N2Ws + N*(Wa),)é
o (3-42)

== [+ () + W N
:_/W-VN*gb

Q
:—/7¢W-VN1—/5¢W'VN1

Q Q

Reemplazando (4-38)), (4-39), (4-40), (4-41)) y (4-42|) en (4-36|), llegamos a la desigualdad

1d/W\QS/W-(VW-a)Jr/u-(VW-W)

—/ |VW|2—/7¢W'VN1—/5¢>W-VN1.
Q Q QO

(3-43)

Observamos que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Cauchy con e,
existe una constante C1o > 0 satisfaciendo la desigualdad

1
/W-(vw-a)g/ \WHVWH&]gCu/ ywm/ VW
Q Q Q 4 Ja

Asi, por un razonamiento similar al previo y por la desigualdad de Young aplicada en (4-43)),
conseguimos una constante C13 > 0 tal que

d
/ W2 < —/ VW2 + Crs </ |VN1|2+/ \VN2|2+/ \W|2>. (3-44)
dt Jo Q Q Q Q

En resumen, recopilando las desigualdades (4-29)), (4-30)), (4-35]) y (4-44]), sabemos que existen

constantes Cg, C7,C11,C13 > 0 tales que



3.7 Acotamiento 68

d

1. /Nfg—/\vz\f1|2+06 </N12+/N22+/]W]2+/|VK\2>,
dt Jo Q Q Q Q Q
d

2 /Ng__/|VN2|2+07</N§+/N22+/|W|2+/|w<|2>,
dt Jq Q Q Q Q Q
d

3. /K2§—/NK|2+011 (/N12+/N22+/K2+/|W|2),
dt Jo Q Q Q Q Q

d
L / W2 < iy (/ \VN1]2+/ \VN2]2+/ \WE).
dt Jo Q Q Q

Ahora, definimos
y(t) ::/N12+/N22+/K2+/]W]2.
Q Q Q Q

Entonces, a partir de las desigualdades listadas anteriormente, podemos inferir la existencia
de una constante C14 > 0 tal que

y'(t) < Cray(t).
Aplicando la desigualdad de Gronwall y usando el hecho de que N;(0), N2(0), K(0), W(0) =
0, concluimos que N; = Ny = K = W = 0. Esto ultimo demuestra la unicidad de las
componentes ni, ng, ¢ y u de la solucién al sistema . Ademsds, por la cuarta ecuacion
del sistema y la unicidad de las componentes ni, no, ¢ y u, vemos que VP = VP. De
lo anterior, concluimos que, exceptuando suma con constantes, P es Unico.

3.7. Acotamiento

Vamos a demostrar el Teorema para ello vamos a probar algunos lemas previos :

Lema 3.7.1. Existen constantes C'7 > 0 y Cg > 0 tales que la solucién de satisface que:

/ ni(-,t) < Cy para cada t € (0, Thnaz)-

Q

Ademas,

t+1

/ / nzz < Cg para todo t € (0, Tynazw — T),
t Q

para i = 1,2, donde 7 := min{1, : Tynaz }-

Demostracion:
Observemos que por las férmulas de Green:

/ Am = 8vn1dS = 0,
Q o0
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ya que, por nuestros valores iniciales, d,n1 = 0.
Por otro lado, aplicando integracién por partes, usando V - u = 0 y teniendo en cuenta que
ny se anula en 952, conseguimos la igualdad

/U-anz—/nlv-uzo.
Q Q

Ademads, utilizando nuevamente las férmulas de Green y teniendo en cuenta que, por las
condiciones iniciales 9,n1 = 0 entonces

/ V- (TL1VC) = / (n1)$1c$1 + nlcwlﬂh + (nl)mcm + N1Croay
Q Q

Q Q

= Oynic dS = 0.
N

Observemos que de la primera ecuacién de nuestro sistema tenemos que:
d
! +u-Vny =An; — x1V - (mVe) + pini (1 — n1p — ajng) en (0, Thnaz-

Integrando la anterior expresién conseguimos que

d
dt/ ny = / pini(l —ny —aing) = Nl/ ny — ,ul/ n% - ulal/ ning (3-45)
Q Q Q Q Q

para cada t € (0, Tjnae). Ahora, recordando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, obtenemos

| (1,m) 1< 1| 2ylIn2]l ) < /Q oy < ( /Q 12>% ( /Q 7@)%
- (/9”1)2 < (/912> </an) = \Q!/an.

De la ultima desigualdad, podemos ver que

S o

Ademads, como n1,ny son positivas, llegamos a que / ning > 0, para cada t € (0, Tz )-
Q

Definamos ahora la funcién y(t) := / ni(-,t) y notemos que de 4-45
Q

y'(t) = py(t) — ,Ul/ ni — Mlal/ nina < py(t) — 1Ly t)?
Q Q 18]

De lo que se concluye que ¢/ (t) < pu1y(t) — ﬁy(t)?

Sea ¢g(t) = méx { / n1,0, || ¢, razonando por casos y usando el criterio de comparacién de
Q

EDO expuesto en el Lema se sigue que
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1. Sig(t) = |9, claramente ¢'(t) = 0. Para cada t > 0, definamos la funcién
1
B1(y(0),6) = pay(t) = ()

Observar que ¢1(g(t),t) =0 = g'(t).
Como estamos asumiendo que g(t) = |2, entonces se tiene que y(0) < ¢(0) y, asi,
y(t) < g(t), para cada t > 0.

1
2. Sig(t) = / n1,0, defina la constante ¢ := </ nl,(]) (1 — / n1,0> y
Q Q Q[ Jo

P2(y(t),t) = my(t) — ﬁy(t)2 —c

Como se estd asumiendo que / niop > ||, entonces ¢ < 0y, por lo tanto, —ct > 0,
Q

para cada t > 0. Notemos que

Por la hipdtesis de este subcaso, se tiene que g(0) = || > / ni,0 = y(0) —c-0. De ahi,
Q
concluimos que y(t) < y(t) — ct < g(t).

De esta manera, mostramos que, para cada t > 0, tenemos la siguiente desigualdad

y(t) < mzix{/ﬂnw, |Q|}.

Observar que n19 € C(Q2) y Q es un conjunto acotado, entonces por el Teorema de Heine-

Borel tenemos que np o es una funcién acotada.
Ahora, observemos que de la igualdad (4-45|) tenemos la desigualdad

1 d

2

nﬁ/n-,t— n(-,t).
/lezl(>ﬂ1dtﬂ()

Ahora fije 7 = min{1, %Tmm}, tome ¢ € (0, Tjnar —T), y tenga en cuenta que existe un C7 > 0

tal que acota a / ni(-,t) en t € (0, Tynaz) por lo demostrado previamente, notemos que:

Q
t+71 t+7 1 t+7d
n2</ /no,t—/ /n-,t
/t/Ql_t Ql()mtdtle()
1

1
§C7T—/nl(-,t+7)+/n1(',t)§C7(T+1),
m1 Jo m1 Jo
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con lo cual se conseguiria la tltima desigualdad. Para el caso ng se hace un razonamiento
anélogo. |

Lema 3.7.2. Existe una constante Cg > 0 tal que

lle( D)l Lo (o) < Co

, para todo t € (0, Tinas). Ademds, el mapeo ¢ = [|c(+, 1) || L (q) es no creciente en (0, 00). Mas
aln, existe una constante Cig > 0 tal que

Tmaz
/ / ]Vc]z S ClO-
0 Q

Observemos que de nuestro modelo (4-1]) en la ecuacion 3 tenemos que:

Demostracion:

¢t +u-Ve=Ac— (any + fng)ec.

Tome p > 1, multiplicando la anterior ecuacién por ¢?~! e integrando sobre €2, conseguimos
la siguiente igualdad

/cp_lct—i—/cp_lu-Vc:/cp_lAc—/(anl—i-Bng)cp.
0 0 0 0

Notemos que %cp = pcP~Ley, luego P ey = %%cp y, asi, reemplazando en la anterior igualdad

llegamos a
1d
-— [ = —/ - Vc—i—/ cp_lAc—/(oml + fng)cP. (3-46)
pdt Jo ) Q Q

Estimemos la primera integral del lado derecho de la anterior igualdad. Para ello, notemos

que

/ Py Ve = / Pl urey —I—/ Cp_IUQCy =1 + Is.
Q Q Q

Usando integracién por partes y el hecho de que u = 0 en 92, reescribimos I e Iy como sigue

h=-b [ @y ==} [ @),
Q Q

Entonces, I1 + 1> = —% / PV - uy asi, reemplazando en [4-46|obtenemos la siguiente igualdad
Q
1d 1
—— [ P= [ PV-ut [ T Ac— | (ani + Bng)cP. (3-47)
pdt Jo 0 0 Q
De la anterior ecuacién, vamos a analizar la expresién / ®"1Ac. En detalle, esta expresion,
Q

podemos escribirla como sigue
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/Qcp1Ac—/ﬂcp1(cx)x+/ﬂcp1(cy)y.

Usando integracién por partes podemos concluir que

/C’”(cx)m = —/ Cz(Cpl)x-i-/ P teyv1dS,
Q Q oN
/cpl(cy)y = —/ cy(P )y + [ ey vadS.
Q Q oN

Haciendo uso de la definicién de derivada exterior, vemos que v-Dc = J,¢ y, por las condiciones

del problema, sabemos que 9,c = 0 en 02, para todo ¢t > 0. Por lo tanto,

P leyvdS + CP_ICyUQdS = / . DedS = P 19,e dS = 0.
0N oN

o0 o0N

En conclusion,

/Qcp_lAc:/ch(cp_l)x/Qcy(cp_l)y:(p1)/96”_2|VC|2.

Reemplazando en [4-47] la anterior igualdad conseguimos que:

1d 1
—— cp:/cpv-u— —1/cp2V02—/om+ n9)cP.
L= (=1 [ Ve = [ (ami +6na)

Teniendo en cuenta que V - u = 0 en 2, para todo t > 0, que a y B son constantes positivas
y que n1, no y ¢ son funciones positivas, tenemos que

1d
—— [ < - —1/cp—2v02<0.
[ [@vep <

Con lo cual se concluye que la funcién ¢ — ||c(-,)|[ () es un mapeo decreciente, luego para
cada ta > t1 > 0 se tiene que |lc(-, t2)||zr(q) < [lc(-;t1) | zr(q)- Asi, para cada t > 0, obtenemos
que

leCs Dllzr) < lleo()llze ) = Co.

Al ser p arbitrario, conseguirfamos (4.7.2)).
Por otro lado, observemos que si tomamos p = 2 en (|4.7]) conseguiriamos que

1d
5@ C2 S / |VC|2.
Q Q
Integrando sobre (0,t) en la anterior desigualdad y usando el Teorema Fundamental del
¢ 1
| [wee <5 ([ &-een)
1

Dado que t € (0, Tinqae) fue arbitrario, (4.7.2)) es verdadera como queriamos. [

Calculo, vemos que
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Lema 3.7.3. Existe una constante C'1; > 0 satisfaciendo
u(-,t)|l2(@) < C11, para todo t € (0, Tinaa)-

Ademds, para todo t € (0, Tinez — 7),

t+1 t+7
/ / |Vu|> < Cpy y / / lul* < Ci1,
¢ Q t Q

donde 7 = min{1, %Tmam}.

Demostracién:
Tomando n = yn1 + dngo y g = 0, observamos que al multiplicar por u e integrar toda la

ecuacién 4 de4-1} obtenemos que el término / u-V P se anula. En efecto, usando integracion
Q

por partes, el hecho de que u = 0 en 0 y V-u = 0, tenemos que / u-VP = —/ PV-u=0.
Q
Por lo anterior, podemos usar el mismo razonamiento que se encuentra en el Lema 3.4 de [9]

para obtener la existencia de constantes Cy,Co > 0 tales que, para y(t / lu(-, \2 con

t € [0, Tz ), verifican
—i—/ |Vu|? + Cry(t) < h(t), para cada t € (0, Taz),
Q

donde
h(t) := Cy /Q (yn1 + 5712)2(-, t).

Por otro lado, podemos ver

(’}/2712 — (52n1)2 >0& 'an% + (52 2> 2y6ning

& 2t 4203 4 6203 4 62n3 > 4% + 2vning + 6°n3

& (P4 8%t 4+ (v +8%)n3 > (yn1 + ong)?
& (V2 +6%)(nf +n3) > (v + dna)”.

Asi,
h(t) < Cz/(’y2 +6%)(n] 4+ n3) < Co(v* + 6%) (/ ni(-,t) —i—/ n%(,t))
Q Q Q
Por el Lema [4.7.1] existe C's > 0 tal que
t+T1
/ h(s)ds < Cy(v* 4+ 6%)(Cs + Cg) = C3 .
t
Usando el Lema conseguimos que, para cada t € (0, Tyez),

, Co
||u(‘,t)\|%2(ﬂ) = y(t) < max {/Q \u0]2 + C3, Cir + 2C5, }
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consiguiéndose asi la primera parte de nuestro lema.
Ahora, vamos a demostrar la segunda parte de este lema. Para ello, observemos que, por el
Teorema Fundamental del Calculo, tenemos la siguiente igualdad

t+1
/ y'(s)ds = y(t + 1) — y(t), donde 7 = min{1, } Trnas}-
¢

t+7 t+71 t+7 t+71
4 / / Vul? < / y(t) + / / IVl + €y / y(s)ds
t Q t t Q t

t+1
§/ h(s)ds
t
t+7
= Cg/ / (yny 4 6ng2)?(-, s)ds.
t Q

De ahi que obtenemos la siguiente desigualdad

t+7 t+r
/ / (Vul? < y(t) + 02/ / (yn1 4 on2)?(-, s)ds.
t Q t Q

Observemos que, para cada s € (¢,t + 1),

[ emit 620 =2 [ ndtes)+8 [ )+ 296 [ mma.s).

Por la desigualdad de Holder, tenemos que

[ nates) < (/Qnﬂ-,s)f </ﬂn<>) .

Sabemos por ) v por la primera parte de este lema que existen constantes Cg, C11 > 0

Entonces,

tales que, para cada t € (0, Tas — 7),

t+1 t+1 t+7
/ / nl )+ (52/ / n2 )+ 275/ / nina(-,s) < v2Cs 4 62Cy + v6Cy
— [ JuC 0P <t
Q

t+7
/ / |Vul? < C3 + Co(72Cs + 62Cg 4+ v0C5),
t Q

Por lo anterior, conseguiriamos que

con lo cual tendriamos la segunda desigualdad de nuestro lema.

Ahora, vamos a demostrar la tltima desigualdad. Por la férmula de interpolacion de Gagliardo-
Nirenberg, tenemos que existe un Cy > 0 tal que
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1
1 1 1
([ 1u00) =l < CUlVat Ol gyl Ol

Luego,

/Q [u( DI < Call Pt )2y (D2

Notemos que por todo lo anteriormente demostrado, para cada t € (0, T}4,) podemos acotar
IVu(, )2y v [lul t)H%Q(Q)' Por lo tanto, existe una constante C5 > 0 tal que

t+1
/ / ]u(-,3)|4d3 < Cs, Vte(0,Tmo—T).
t Q

Lema 3.7.4. Existe una constante Ci2 > 0 tal que

[Vu(-,t)[[L2(q) < Crz, para todo t € (0, Tinaz)-

Demostracién:

Primero, observemos que V - uy = (ut)z + (ut)y = [tz + uylt = (V- u)¢ = 0, lo cual implica
de manera directa que P(u;) = uy, y recordemos que, por la definicién del operador de Stokes,
P(Au) = —Au. Ademads, por el Lema tenemos que P(VP) = 0. Entonces, teniendo en
cuenta todas las igualdades previas, aplicando el Proyector de Leray en la cuarta ecuacién
de y multiplicando lo resultante por Au, obtenemos

(Au)u; 4+ (Au)? = —=P((u - V)u)Au + (YP(ny Vo) Au + 6P (na Vo)) Au.

Por el primer postulado del Lema [2.8.8 por el Lema usando integracién por partes,
teniendo en cuenta que el coeficiente de viscosidad es v = 1 y que u = 0 en 952, conseguimos
que

d, 1 d d
%HAQUH%%Q) = %HVUH%%Q) ~a <||(U1)a:H%2(Q) + ||(U1)y”%2(9) + ||(U2)z||%2(9) + H(Uz)y||%2(9))

= 2/ ((un)e[(u)dle + (w1)y[(ur)ily + (ua)el(u2)lz + (u2)y[(u2)ily)
Q

= —2/ () za (ua)e + (u1)yy(u1)e + (u2)za(u2)e + (u2)yy(ua)t
Q

_ /Q (—A)uy = /Q (Au)us.
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Luego, integrando en teniendo en cuenta que el proyector de Helmholtz-Leray es acotado
por el Lema y usando la desigualdad de Holder, observamos que

3 [ 1Al + [ 1auf
_ /Q P((u - V)u)Au + / P(mVe)Au + 6 / P(nsVe) Au
e w2+ (3 [ [vEmva 5t 45 [ |asmve 2

e
<3 / AuP+ [ (- V)l 7 / mvef +5 | o

<2 [ a1+ 1960y (22 [ 1+ [ al?).

Usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, (4.7.3)) y la desigualdad de Hélder, tenemos
que existen constantes C; > 0, Cy > 0y C3 > 0 tales que

/ (- VYl < / el e [V
Q Q

= HUH%OO(Q)HVUH%Q(Q)

<

)

< C1|Aul 2y lull L2 IVl 22
< Co|Aul| 2 () | Vull 720

1 1
. 1 1
([ o)’
Q2 Q
< 1/ \Au|2+cg/ V.
4 Jo Q

Como ¢ € C117, entonces existe un K > 0 tal que [|Vo|| () < [|@]lcr4n(q) < K. Asi, por el
Lema teniendo en cuenta las desigualdades previas y por (4.7), notamos que para cada

t € (0, Tax)
/yvu\2<cg/\wy?+03[ /n%+52/ng].

Definamos hq(t) := Cg/ |Vu(-,t)|? y ha(t) = Cs [72/ n? + 52/ ng] Por el Lema 4.7.1|y
Q Q Q

Lemam existen Cy, C5 > 0 tales que, para cada t € (0, T4x —7), llegamos a las siguientes

desigualdades

t+7
/ hi(s)ds < Cu,
t

t+T1
/ hg(S)dS S 05.
t

Usando el razonamiento presentado en (4.7)) mostramos el resultado. |
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Lema 3.7.5. Existe una constante Cq3 > 0 tal que
IVe(, )]l 2y < Cis, para cada t € (0, Trnaz)-

Ademas,

t+1
/ / |Ac|* < Ci3, para cada t € (0, Typae — 7),
t Q
donde 7 = min{1, %Tmm}.

Demostracion:
Aplicando integracién por partes y usando el hecho de que 0, ¢ = 0, observamos que

/(Ac)ct—/cmct—i—cyyct— <—/cx(ct)w+/ cxctyx>+<—/cy(ct)y+/ cyctyy> -
Q Q Q a0 Q a0

1d
=— Vel? + / cvDe,
/Q2dt| | o0

obteniendo lo siguiente

_ 2
/Q( = 2dt/|Vc /a c0yc = 2dt/Vc|

De nuestro sistema (4-1|) sabemos que
¢t +u-Ve=Ac— (any + fng)ec.

Multiplicando cada miembro de la igualdad previa por —Ac e integrando sobre €2, conseguimos
la expresién

2d / Ve|® + /|Ac\2 / anl—i—ﬁng)cAc—i—/(u-VC)Ac.
t Q

De la desigualdad de Schwarz, tenemos que (ani + 8ng)? < (a? + 82)(n? 4+ n2). Por lo tanto,
1
lany + BnalcAc < [(0® + B2)(nf +n3)]? cAc = [ﬁ(az +B2)2(n? + n%)%c} [\%Ac}.
Aplicando la desigualdad de Young sobre la anterior expresién, observamos que

[\/§(a2+ﬂ2)é(n%+n§)%cr+1[ = Ac]2

[\f(a +52)%(n1+n2)% } [ ! 2 |3

72 <

1
2
< (a®+ B (n2 +n2)? + - (Ac)

< (® + B%)(n} + n3)lcoll7~ () + Z(AC)Q-

Aqui, notamos que la dltima desigualdad de la cadena de desigualdades anterior es obtenida
gracias al Lema y a la desigualdad
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(1) < e, )2y < llcol2ry
Utilizando todo lo anterior, mostramos que
| (o + Brajee < (@2 + Pl [ (0 08+ [ (A
Ahora, de la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg sabemos que
1Vell sy < ConllAlZa g I Vell ey

Usando la desigualdad de Hoélder y la consecuencia previa de la desigualdad de Gagliardo-
Nirenberg, vemos que

[ 900 < fullsgo Vel sy [ Acl 20
1 1
< lullzsi ( Con el Vel ) 19l

3 1
= CGN”“HL“(Q)”AC|’22(Q)”VCH22(Q),

3
Acl|2 < V3 3 1
=\l 3)" Canllullpa@) Vel 7 :
(H\/g L2(Q)> ( ) (©) L2(Q)
Utilizando nuevamente la desigualdad de Young, tenemos que
6

1 V3

HvﬁLm2 )Cbmwu4rw¢;m._4wflﬁ + D)t IVl

= 112l 0) + Cuallulaey Vel
Teniendo en cuenta todo lo anterior, obtenemos
/ (V> + || Acl|72 @ = / (ang + Bng)cAc+/ (u-Ve)Ac
<«f+ﬁmwﬁﬂm¢;ﬁ+n@
*IIACHLz + Cullul a0y I Vel 2o
Luego,
d
dt/Q Vel +|Adllf2q) < 2(0®+8%) [0l 7o /Q (nf +n3)+2C1lull 1oy I VellFa () (3-48)

Sean C15 > 0 tal que 2(a? + 2)[|cofl 1) < C15 ¥ 2C’14||Vc||%2(m < (5. Definamos las
funciones hq y hg como sigue

hi(t) = Cis /Q (nf +n3), ha(t) = Cislull 74
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Observemos que por Lema Lema y Lema [1.7.3] existe Ci6 > 0 tal que

t+7 t+7 t+7
/ / |VC|2 —|—/ hl (S)dS +/ hQ(S)dS < 016- (3—49)
t Q t t

Por el teorema del valor medio para integrales, existe un tg € (¢,t 4+ 7) tal que

t+71
/ / Vel s)2 =7 / Ve(-,to) 2
t Q Q
1 t+1 1
/ Vel to)? = 2 / / Vel 8)2 < L.
Q TJt Q T

Observemos que si reescribimos k = t + 7, tenemos que k € (7, Tnaz) v to € (k— 7, k). Ahora

Luego,

suponga que k € (0, 7], entonces, nuevamente por el teorema del valor medio para integrales,
conseguimos la existencia de un tg € (0,k) = (k — 7,k) N (0, 00) tal que

1 [k
/|VC('7750)|2 2/ Vel t0) P X(0,00) ) = / /|VC('7t0)!2X(o,oo)(to) =
Q Q T Jk—1JQ
1 [k 5 1
- [Ve(-, to)]” < =Cis.
T Jk—7JQ T

De lo cual, vemos que existe un tg € (r — 7,7) N[0, 00) tal que

/ |Ve(-, 1)) < méx{/ |Veol?, 016} = Cq7.
Q Q T
Consideremos ahora el siguiente razonamiento

d — [t s)ds

P [(/ VCP) ¢ Jig h2()d >] =

(dt/ |VC|2> h2 S)ds </ |VC‘2> ( hg(t)) —
e (& ) ([ o] s B,
Q

Ademas, tenemos
() (T
—_— VC 2> e fto 2(3) S :| —
/to dt Q’ ’ ( )
k t
A B U A
& Q

Por consiguiente,

([ vetmp) oo ([ 1vet.mp ) < / Sy b s )
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Asi,

t
0

Teniendo en cuenta la desigualdad (4-49)), el Lema 4.2.3| y que / |Ve(-, to)|* < Cyr, conse-
Q

guimos la existencia de una constante C1g > 0 tal que / |Ve(-,to)] < Cis, lo cual implica la
Q

primera parte de nuestro lema.

Finalmente si integramos (4-48|) y tenemos en cuenta que / |Ve(-,t9)] < Cis, obtenemos
Q

directamente la ultima estimativa deseada. [ |

Lema 3.7.6. Sean p > 2, ¢ = 1,2 y 7 = min {1, %Tmax}. Asuma que existe una constante
M > 0 tal que

1471
/ / n? < M, para cada t € (0, ez — T)-
Q

Entonces existe una constante Cg(p, M) > 0 tal que

Ademis,

l|mi (-, )HLp < Chg(p, M), para cada t € (0, Trnaz)-

t+1
/ nf“ < Chg(p, M), para cada t € (0, Typaz — 7).
t

Demostracion:

p

Observemos que —nj = pn’f_l(nl)t y, por lo tanto,

dt

1d

p—1 p
n ny)e = — nk.

/Ql () pdt Jo

Ademés, V(n?™') = (p — 1)n? ?Vn,. Entonces,

- fotam = [ Ak [ @ = [ (9m) - (76 ) =
Q Q 0 Q

(p—1)/nff—21vn1\2.
Q

Un célculo simple nos permite deducir que V - (n1Ve) = (Vny) - (Ve) + niAc. Asi,

/ Xlnszlv -(n1Ve) = xa / n’fﬁl(an)(Vc) + x1 / n{’AC.
Q Q Q
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Teniendo en cuenta lo anterior, vamos a tomar la primera ecuaciéon de nuestro sistema (|4-1J)

y la multiplicamos por n? -1 para obtener

1d _
/n{—k/nplenl—i—(p—l)/n@f °|Vny |2 =
pdt Jo Q 0

(3-50)
=—x1 / nﬁ’_l(an) - (Ve) — Xl/ nfAc+ / panf (1 —ny — aing).
Q Q Q

Notemos que:

/ nPAc = / n(ca)s + / i (cy)y =
Q (9] Q

(‘/ (n;ll))xcx+/ n]fC:ch> + <_/ (”}f)ycy‘F/ n]nyVy) = —p/ "ﬁ)ilvc'vnl,
Q GiY) Q Gig) Q

de lo cual vemos que

—x1 [ n’l’_l(an) (Vo) = x1 Jo i Ac+ [o panf (1 —ny —aing) =
x1(p — 1)/ n?~ 1 (Vny) - (Ve) + / pn (1 —ny —aing) .
Q Q

Ahora, observemos que

/ nP - Vng :p/ nfﬁl(ul(nl)z + uz(ng)y) = / up(n})s + / uz(nh)y =
0 0 0 0
—/ (ul)xn’f—i—/ uln’fux—/ (uz)yng—l—/ uQnQVy:/n’fV-uzo.
Q oN Q [0)9] Q

Teniendo en cuenta las anteriores igualdades y reemplazando en la expresién (4-50)), llegamos

a
d _ _
& [t pto—1) [t 29 =po— 10 [ 87 (V) (F0) +pr [ 0k
dt Jo 0 Q Q (3-51)
—pm/ n’f—pm/nﬁ’“ —alpm/ niny.
Q Q Q
Notemos que
p—2 2 p—1 1 P 1 P 1 P
ny C|[Vul"= | ni ((n)ace + (n1)ycy) = = | (n])aca + = [ (n7)yey = —— [ njAc.
0 Q P Ja PJa PJa

Luego,

plp— 1)X1/Q”2171(V”1) (Vo) ==(p—Dxa /Qn]fAc <(p-1xa (/Q n%p)é (/Q IAC|2> %_

Usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg garantizamos la existencia de una constante
C1 > 0 tal que
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2p : 54 ak 512 5 212
nq = (nf) = [|In{ HL4(Q < Gif|Vni |20 H”1 lr2(0) + CIH”1 2 <
Q Q Lr(Q)

p
CillVafllre @ ||n1 IL2(0) + Co-

2
Esta tiltima igualdad se consiguié utilizando el Lemad.7.1|y |[n? ||* 20 = / ni(-,t). Ademas,
L?(Q
P P72 212 p, o, o 9 “
observemos que |Vn{| = {(nf)x] + [(nf )y} = i(n’f )|Vni|. Por lo tanto,

v ()’ (o)’

5 2 :
<p—1>><1(cluwlup nflae +C2) ([ 1acR )" =

2 e ([ 1ac) ([ rtomP) ([ ) +o-nen ([ 1ae)

Por la desigualdad de Young, existe una constante k% > 0 tal que

fo-es (o)’ (o)’ ()=
oo S0 ) ) )] -
p(p—1) (/Qnﬂvm?) +p(p—1)k§/Q|Ac|2/Qn§.

Por otro lado, usando nuevamente la desigualdad de Young, existe una constante k3 > 0 tal

1
2 1 1
(- )aCo / ac?)” < Lees / A+ tpo12 <2 / Ac? + 12,
Q 2 Q 2 0

Tomando Cs = max{k3, k%}, mostramos que

que

p(p — / W2 (Tny) - (Ve) <

0
p(p—1) </ n’l’_2|Vn]2> +p(p — 1)03/ Ac[z/ nf—i—Cg/ |Ac|2 + Cs.
Q Q Q Q

Reemplazando la anterior desigualdad en (4-51f) y simplificando, obtenemos

d
G [t=on [1ac? [ wieco( [ 1ac) 4ot [nf—pu [l @52
dt Jq Q Q Q Q 0

Por las desigualdades de Holder y Young, tenemos que
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p

P pELN 1 : P
/”1.2§</(n1>z’p>p </2p>p§ _r </n§’+1>+2|ﬂ|§
Q 2 Q\2 Q 2p2p (r+1) \Ja p
= I an o]}
2 ), pH

De modo que podemos concluir que existe una constante Cy > 0 tal que

bH1
PM/ nf < % nﬁoﬂ + Cy.
Q Q

Teniendo en cuenta lo anterior y la desigualdad (4-52)), tenemos que

d
° ng’gcg/ Ac|2/n§’+03 /|A02 + C3 + Cy. (3-53)
dt Jo Q Q Q

Denotemos por h(t) = Cg/ |Ve(-,t)* con t € (0,Tynaz). Por el lema [4.7.5] tenemos que
Q

existe una constante Ci3 > 0 tal que
t+7
/ h(t) <(Cizconte (O,Tmax — 7‘).
t

Usando el razonamiento realizado en el Lema 7.5 con el uso del Teorema del Valor Medio
para integrales, conseguimos que, dado k € (0, Tinqz), existe to € (t — 7,t) N[0, 00) tal que

L
/ nf(-,tg) < Cg := méx{/ nb, }, para algin L > 0.
Q Q T

Utilizando la misma técnica del lema previo, la anterior cota nos implica la existencia de una

constante C7 > 0 satisfaciendo / n}(-,t) < C7, demostrando el resultado. |
Q
Lema 3.7.7. Para todo p > 1 e i = 1,2, existe una constante Cy(p) > 0 tal que

m: (-, )|l Lr () < Cao(p), para cada t € (0, Tinaz)-

Demostracién:
Sabemos del Lema que existe Cg > 0 tal que

t+7
/ / n?(-,t) < Cg para cada t € (0, Tyae — 7).
t Q
Por el lema anterior, tenemos que existe una constante C19(2) > 0 tal que
i (- )l L2¢0) < C19(2), para cada t € (0, Tnax)-

Ademds, por el Teorema de Fubini y usando nuevamente el Lema [£.7.1], llegamos a

t+7 t+7
/ /nf’:/ / nf’ < C19(2)[€?], para cada t € (0, Tez — 7).
t Q QJt
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Continuando de la misma forma y usando el Lema mostramos de manera inductiva
nuestro Lema para cada p > 1 con p € Z. Restaria probar el resultado para los valores de
p que no son enteros. Para ello, observe que si tomamos un r € (p,p+ 1) con p > 1 entero,
entonces existe una constante C'(€2) > 0 tal que

i Dl ey < CEIna(, D) Lo

En caso de que r € (1,2) tenemos que [[n;(-,t)[|zr@) < C(Q)||ni(, 1) 12(). Teniendo en

cuenta lo anterior y que nuestro Lema ya estd demostrado para enteros mayores a 1, se sigue
lo que se desea para cualquier p > 1. |

Lema 3.7.8. Para todo o1 € (3,1), existe una constante Ca;(c1) > 0 tal que
A% u (-, )|l 2 () < Co1(01), para todo t € (7, Tinax),
donde 7 = min{1, %Tmax}. En particular, existen constantes A € (0,1) y Ca2 > 0 tales que
[u(, O)llerq) < C22, para todo t € (7, Tinax)-
Demostracién:
Fijemos a € (%, 1). Por hipétesis, 2 C R es un dominio con frontera suave. Entonces, por

el Lema
D(A) = L2(Q) n W, ()" n W2(Q)™.

Tomemos ¢t € (7,Timaz) ¥ to = max{r,t — 1}. Por la férmula de variacién de pardmetros,
tenemos que

u(-,t) = e”E0) Ay (- o) + /t e~ DAP[(yny + 6n2) Ve — (u - V)u)(-, s)ds.
t

0

Luego, aplicando A“ en la expresién anterior conseguimos
—(t—tg)A
1A%, ) 22y < 1A% Ol 1) | 20

t
| A% AP (yny + 5n2) Ve — (- V)l 20 ds-

to

Si tg = 7, entonces, por las propiedades del semigrupo de Stokes, tenemos que
—(t—7)A A
[A%™ DA, 1) |2y = lle™ DA A%, 7 L2y < 1A%, 7) 20

Si tg > T, entonces t — tg = 1. Dado que A% es un operador auto-adjunto definido positivo y
teniendo en cuenta el Lema tenemos que

1A% (- 1) 12y < 1A AU 1) | Fa gy lle™ Ml o) | 2 e
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Ahora, en vista de las propiedades que tenemos del semigrupo de Stokes, sabemos que
A% 4| <t~ Ademds, |le=*|| < 1, para cada t > 0, y usando el Lema obtenemos
la existencia de una constante C4 > 0 tal que

1A%~ 00 t0) | p2 () < Ca.

Usando de similar forma las mismas estimativas previamente mencionadas, sabemos que
existe Cs > 0 tal que

C
uAa E=9AP](yny + 612) V] (-, 8) || 2 () ds < ——.
to l1-a

Por otro lado,
t t
[A%™ AP (u - W)u) (-, )| L2y ds < / (=)~ u(,s) - Vu(:, )| 2(q)ds.

to to

Tomando 8 € (1,a) y usando el hecho de que D(A%) < L*°(9), observamos que existe
Ce > 0 tal que

”u(7 S) ’ VU,(, S)HLQ(Q) < Hu(, S)HL‘X’(Q)HVU(? S)HLQ(Q)
< CollAu(-, 8)l| 20y | VUl 9) 2 (@)

Ahora, definamos M(T) := sup [A%u(-,t)[|r2(q) con T' € (7, Tinaz). Usando la férmula de
te(r,T)

28— 1
20—
V|| £2(q), entonces podemos garantizar la existencia de constantes C7, Cs > 0 que satlsfacen

interpolacion del Lema [2.3.17| con a = € (0,1) y teniendo en cuenta que HA2uHL2 =

CollA%u(-, 5) [l 2@ I Vu(:, 8) 20 < Crl A%l 8)|[F2(0) [ Vul-, )l (e,
< CgM(T).
Entonces,

C1 Cg

t t
A= DAP[(u - V)l (-, 8)|| 12 () ds < CsM*(T )/ (t—s)"%ds < Me(T).

to to

Luego, existen Cy, C1p > 0 tales que
[A%u(-, )| 2) < Co + CroM*(T),

para cada t € (1,T). Asi,
M(T) < Cqy + C1oM*(T),

para todo T' € (7, T}4z). Usando el Lema vemos que M(T) < méax{2Cy, (2Clo)ﬁ}.
Haciendo T' — T},,4:, mostramos la primera desigualdad de nuestro Lema. La segunda parte de
nuestro resultado, la demostramos gracias a que el operador de Stokes satisface las siguientes
inmersiones D(A) < D(A%) — C?(2), con 0 € (0,2 — 1). [ |

Lema 3.7.9. Existe una constante Coq > 0 tal que

lle(; 1) [[w1.00 () < Caa, para todo t € (0, Tinaz)-
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Demostraciéon:
Por resultados de regularidad parabdlica, tenemos que ¢ € CO(Q x [0, Tnaz)) N C?H(Q x
(0, Trnaz])- Luego,

lezllr@x0,Tme)) ¥ Nyl L1 (@x(0,Tpnan)) < 00

Por lo tanto, Ve es acotada c.t.p en Q x (0,27] y, asi, ||c(-,t)||jy1.« es acotada para cada
t € (0,27]. Veamos que también es acotado para cada t € (27, Tinaz), con lo cual terminaria
la prueba. Primero, observemos que de la férmula de variacién de pardmetros, conseguimos

c(-,t) = e=MA(.,7) — /t et =2 (uVe + (ang + Bng)e)(-, s)ds.

T

Entonces,

t
HVcﬁj)hw“D::HVe@'ﬂAdyT)—l/ Vel (Ve + (any + Bng)e)(-, s)ds

L>(Q)
<C3(1+ (t—7) e e, 7) | L2y
t
e / (14 (t = 1)~ 3 M) (amy + Bra)el ooy
Tt .
e / (L4 (t— 1) MO, )V, 8)l| 1 ds.

Definamos M(T) := supye(o-1) IVe(, )| L (@) con T € (27, Tinax). Notemos que M(T') estd
bien definido debido a que ¢ € C*1(Q x (0, Tuaz]). Por el Lema Lema Lema
Lema[£.7.8y las desigualdades de Cauchy, Holder y Gagliardo-Nirenberg, sabemos que
existen K1, Ky, K3 > 0 tales que

1
e, Ollzz@) < 1902 [le( )llz=(@) < K1,
I + Bnoel zaey < llel 1)o@ (@llma (Dl ey + Bllmal Dl aey) < Ko,
lul, )Vl )10y < Nl Olle@ Vel Ol
1 1
< Oo2|[ Vel )| i) < Coal| Vel )| oo lleC )72 g < K,

para cada t € (0, Tjnqz). Tomando ¢ > 27, tenemos que (t — 7)~F < 771, Asi,
t q
[Ve(, 8|l pee) <Cs(1+ 7 1)Ky + CgKQ/ (1 +(t— T)*%efh(tff)>

T

1 t 3

Por lo tanto, existen K4, K5 > 0 tales que

N

M(T) < Ky + KsM(T)?.
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Por el lema vemos que
M(T) < méax{2Ky, (2K5)?}, para cada T € (27, Trsx),
consiguiéndose lo deseado. |
Lema 3.7.10. Para cada i = 1, 2, existe una constante Cy7 > 0 tal que
[12:(+,t)[| oo (@) < C27, para todo t € (0, Tnaz)-
Demostracién:

Sabemos que n1 € C%(Q x [0, Tinaz)) N C*H(Q x (0, Trnaz)), si probamos que existe un
71 € (0, Thnaz) tal que

Hnl(-,t)HLoo(Q) < CQg(Tl), para todo t € (Tl,Tmax),

conseguiriamos de manera inmediata que para todo t € (0, Traz)

[n1(- )l Lo () < méx{ sup |na, Cos(m1) p == Cor.
ﬁX[O,Tﬂ
Probemos este resultado. De nuestro sistema tenemos la igualdad

(n1)e = (A=1)ny —u-Vny —x1V - (mVe) + pni (1 — ny — aing) + ny.

De la férmula de variacién de pardmetros, obtenemos que para todo ¢t € (7, Tynax)

t
ny(t) = e(t*%)(Afl)nl (g) —/ et=8)(A-1)y . (n1x1Ve+ nju)
3

t
+ / €(t_8)(A_1)[,u1nl(1 —ny — a1n2) + nl] = Ji+Jo+ Jg

T

[

Usando el Lema [2.7.15] tomando p > 2 y n > %, conseguimos

11l Lo ) = He(t_%)m (%)

< Cy H(—A +1)7et=2)(A=Dy, (IN

HLoo(Q)

2/ lLe ()
Usando el postulado 2 del Lema tenemos que
_ n(t-3)a-1), (T ‘ < TN ot ‘ T ‘
C4H( A-l—l) e\ 2 ni (2) LP(Q)_C4C5 (t 2) e ni (2) LP(Q).

Como t > 7 entonces t —% > Z, con lo que (t —%)~" < 277~ ". Por el Lema observamos
que Hm (%) HLP(Q) < Cy(p). Por lo tanto, concluimos que

|1l oo () < CaC5277 7" Cop(p).
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88
Ahora, analicemos Js. Aplicando nuevamente el primer enunciado del Lema |2

|2l zoo ()

.7.15|se consigue
/ el BDY - (s Ve + maw) (- 5) e d

<cy / (=2 + 1)t ADY . (5131 Ve + n1w)|| e ds
Tomando € € (0 1_

) y aplicando el postulado 3 del Lema m llegamos a que
04/ [(—=A + 1)e = ADY - (nyx1 Ve + niu) || o
t
2

t
< 0406/ (t— S) 77757%(37)\3(

=) ln1xa Ve + niul ooy ds
Por el Lema[4.7.7] Lema y Lema [4.7.9] existe Co9 > 0 tal que

In1x1Ve+niull e o)

[NIR

< xillnillr @) IVell e )

< xallmall ey llellwe
Asi,

+ [lnall e

Q)”UHLOO

(9
o) +Inllzro)

[ul| Loo (@) < Cao.
| J2 || oo <C4CGC29ﬂ (A + 1)e ™ ADY . (nyx1 Ve + niw) || ooy ds
2

t
< C4C@/ (t—s)" n—e—g e Aa(i=5) g

T

2 1
= C4C@/ (r) "1 T 2e Ay
0
< 0406/ (7‘)_7]_‘5_%6_
0

Ahora, observemos que

SR

AT < 0.

ping (1 —ny —aing) +n1 < ppmy
Por lo tanto

— i +n1 = (L+ p)ng — mni.
t
J3 = / e(t_s)(A_l)[,ulnl(l —ny —aing) +ni(-, s)ds
2t
< [ IED Lk ) — i)
3
t 1 1 2
< / (t=s)a-1) |, (m RE Ml) (1+ 1) (-, 5)ds
z 241 41
2 t
o (4 m) / (t=5)A —(t-5) g
< /)

[

Del principio del maximo, tenemos que
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e(tfs)Aef(tfs) < ”e(tfs)Aef(tfs)HCo < ”ef(tfs)HC0 _ ef(tfs)'
Luego,

2 t 2 t 2
(1+m) / P1=9)A ~(1=5) g < (L4 m) / (=9 gs < (14 m) (1—e %),
4q - dpy 4 4y

Finalmente, concluimos que existe un Cso(7) > 0 tal que
n(t) < Ji+Jo+ J3 < HJlHLoo(Q) + ||J2HL°°(Q) + J3 < Csp(7),

cumpliéndose asi lo que se queria. |
Prueba del Teorema [4.2.7k

1
Sabemos que existe una constante k > 0 tal que [[c(-,t)[lw1r@) < k[Q7 |lc(- ) |ly1.00 (). Por

el Lema Lema Lema [4.7.10] y tomando t < Tj,4, lo suficientemente cerca a Thqz,
conseguimos que

1 (5 D)l Lo () + In2(, )l (@) + el Ollwe) + 1A7u( )l L2
<2097 + Coy + k’HQH%CM + 021((71) < 00.

Por lo tanto, por el Lema tenemos que Ty = 00, cumpliéndose asi lo deseado.

3.8. Sobre la estabilidad de la concentraciéon de especies

En esta seccién vamos a mostrar un estimativo para la estabilizacién de (4-1)) para aq,as €
(0,1). Para tal propdsito, inicialmente tenemos el siguiente lema.

Lema 3.8.1. Sean aj, a2 € (0,1) y asuma las hipdtesis del Teorema Para la solucién
de , existen constantes positivas £1, £1 y 1 tales que las funmones no negativas E; y
Fi, deﬁnidas como

e m 21 2
El::/(nl—Nlog *)—i—él/(ng—Nlog )—i—/c,
Q RN Q > TP N; 0
Frim [ (= N2 [ (= N2
Q Q

cumplen que, para cada t > 0,

d
aEl (t) < —erFi(?). (3-54)
1—ay 1—as
Aqui Nf i= ——— =
qw 1 1— ai1ag 2 1-— ai1an
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Demostracion:

Fijemos por ahora £1,¢1 > 0 y denotemos por A, Ay y B; a las funciones definidas como

Ai(t) == / (nZ — N/ ;\Z) , parai=1,2,
Q i

Bi(t) := ;/QCQ.

Asi, podemos reescribir a Ej(t) como sigue

El(t) = Al(t) + ﬁlAQ(t) + 4B, (t) (3—55)

Definamos H(s) := s — Ny log(s) con s > 0. Observemos que podemos reescribir a A; en
términos de H(s) como sigue

Ai(t) = /Q n1 — Ny (log(n1) — log(N}))
/ H TLl +N1 log(Nl) Nl +N1 (3'56)
/ H(ny) — H(N?) + N7.

Asuma que ny(z,t) > N, usando la férmula de Taylor sobre H con centro en N7, aplicando
la forma de Lagrange para el residuo y teniendo en cuenta que H'(N;) = 0 conseguimos que

H(ny) — H(NY) =H'(Ny)(na(2,t) — NT) + %H"(Z)(m(m,t) ~ Ny)?
1

(n1(z,t) = N{)* >0,

2
z
para algin z que pertenece al intervalo (N7, ni(z,t)). En caso de que nq(z,t) < N7 se procede
de manera similar. Asi, se concluye que A;(t) > 0.
Ahora, al usar la primera ecuacién de (4-1)) llegamos a la siguiente igualdad

d d
LA =2 Ml
a1 dt/ 1208 N*

:/Q(m)t - ]E (n1)¢
~ [ (1-21)

N*
:/(Anl —u-Vn; —x1V - (mVe) + pini(1 —ny — aing)) (1 — 1) .
Q

(3-57)

A continuaciéon realizamos un andlisis en cada uno de los términos de la integral previa.

N v Vi |2
/( >An1 /vm < 1> :—/vnl-Nl*Zl = N} | ";' .
Q ni Q ni

Q n
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_/Q <1 _ Zf) w-Vng = — /Q (1 — ?E) [u1(n1)g + u2(n1)y]
—_ </Q <1 - ]Xf) [u1(n1)e)] +/Q <1 — if) [uz(nl)y]>

{10-3) (-2
N.

“,

N7 N7 N7
—/X1<1— 1>V~(n1Vc)——/X1<1— 1>Vn1~Vc—/X1<1— 1>n1Ac
Q ni Q ni Q ni
N

/ ping (1l —ny —ajng) (
Q

NY

> :/ uini(l —ng + Ny — N{ — aing) (n1 — Ny)

Q

——m [ (m - N})?
Q

+M1/(1 —N1 —alng)(nl —Nik)

Q

——m [ (m— Np)?
Q

“an / (1 — NY)(nz — N§).
Q
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Reemplazando las igualdades previas en (4-57)) tenemos

d *\ 2 * * * ‘VTM’Z
£A1(75)=—M1 (n1— N7)* —aip [ (n1— Ny)(n2 — N3) — Ny 5
Q Q Q M
N (3-58)
ny - C
N [ TS
Q ni
De manera analoga
S Aalt) = o [ (na = N —azpa [ (m = NP2 — ) =y [ T2
di Q Q o (3-59)

Vng - Ve
[ T
Q ng

Aplicando las féormulas de Green, integracién por partes y teniendo en cuenta la tercera
ecuacién del sistema (4-1)) concluimos

%Bl (t) = /Q c(e)
= /Q c(—u-Ve+ Ac — (ang + Bng)c) (3-60)

—— /Q |Vc|2 — /Q(oml +ﬁn2)c2.

Dada la positividad de las funciones ni, no y ¢, usando la desigualdad de Cauchy con € = 1,
la igualdad Vn—’lﬂ = Vlog(n1) y las ecuaciones (]4—58[), (]4—59[) y (]4—60[) sobre la derivada con
respecto a t de (4-55]), conseguimos la existencia de una constante C; > 0 verificando
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d * * * * vn 'VC
GO <= [ (= ND? —au [ (m = Np)na = Nj) + N [ ST
t Q Q ni

— Mgél / (712 — N2)2 — (12/@%1 / (n1 — Nl)(’n,Q — NQ) + N2 X2)€1/ 27
Q Q Q n2

Vni|? Vnsl?
_fl/ |Vc|2—N1*/| n21| —foél/’ n22|
Q Q n Q Ny
* * * * Vn
—Ml/(nl—Nl)z—alﬂl/(nl—N1)(n2—N2)+N1 </ 1|!><1VC|>
Q Q Q
*\ 2 * * * IVTLQ‘
—,LL27%1 (TLQ —NQ) —ag,ugél (’I’Ll —Nl)(ng —NQ) —l—NQél 7|X2VC|
Q Q Q N2

Vnl? Vnal?
— fl/ |vc‘2 _ Nik/ ‘ n21| _ Ngél ’ n22|
Q Q n Q N3

— i [ (= N9~ [ (= V) = N5) + 1X1/|v 2
Q Q

—Mzél/(nz—N2)2—02M2ﬁ1/(n1 —Nl)(n2—Nz)+142X2/ Ve|?
Q Q Q

— 4 / |Ve|?
Q

— / (1 — N7)? — (arps + aspa) / (1 — N7)(ny — N3)
9]
N2 BN
ot [ (o= g+ (PR BN ) e
0

De lo anterior, obtenemos

LB (t) < /Q (—pa(ny — N})? = (arpus + anpiafn)(n — N7)(ny — NY)

dt
. Nix? A N:
—él,UQ(nl—Nl))—F( 14X1 + 2 2X2 — )/]Vc\z

(3-61)

Tomando € € (0, 1) y usando la desigualdad de Cauchy con ¢ = puj — &, vemos que

—(a1p1 + Rragpz)(n1 — Ny)(n2 — N3) < [(a1pn + £1azp2)(n1 — Ny)(ng — N3
1

=1 —e)

= —E(nl—Nik)Z—F

(a1pn + £ragpz)®(ng — N3 ) + (u1 — €)(n1 — NY)?

(a1p1 + Arazp2)?(ne — N3 )?
4(pr —e)

+ ,Uq(nl — NT)Q
Entonces,

—p1(n — NY)? = (a1 + £razpo)(n — Ni)(ng — N3) < —e(ng — NY)?
(a1p1 + £razp2)* (n2 — N3)?

" A1 — )
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Por lo tanto,
—p1(ny — NY)? = (aypa+#1azp2) (n — NY)(ng — N3) — Aipa(ng — Ny)?

% 2
< — €(n1 o Nik)z _ <klu2 o (Q1M1 + 1612#2) )(TlQ . N;)Q (3_62)
4(ur —¢)

1=¢

Teniendo en cuenta que aj,as € (0,1), sabemos que existe g9 € (0, 1) lo suficientemente
pequeno tal que

1
De lo anterior, conseguimos la desigualdad — > . Luego, al tomar k1 = ajay obser-

az H1— €0

vamos que
% 2,2
¢ = kypiy — (arp1 + Aragpp) _ aapn  agp >0
4(p1 — o) az 1 —€o
N 2 % Nz 2
Asi, eligiendo ¢ > 14X1 + 2 42X2 obtenemos (4-54) de (4-61)) y (4-62). [ |

Lema 3.8.2. Sean aj,a2 € (0,1) y asuma las hipétesis del Teorema Entonces. existe
una constante C3; > 0 verificando la desigualdad

o 0
/ / (ny — Np)? +/ / (ng — No)* < Cs;.
0o Jo o Jo
Demostracion:

Tome t > 0, integrando (4-54]) sobre (0,t), teniendo en cuenta la no negatividad de E; y
haciendo uso del Teorema Fundamental del Célculo conseguimos que

t
CE(0) < Br(t) — By(0) < —&1 / Fu(s)ds.
0
Por lo tanto,
t
1
/ Fu(s)ds < L B,(0)

0 €1

para cada t > 0. Por consiguiente, tomando ¢ — co demostramos lo deseado. |

Lema 3.8.3. Sean a; > 1 > as y asuma las mismas hipotesis del Teorema Entonces,
existen constantes positivas 25, &5 y €92 tales que para las funciones no negativas Ey y Fb,
definidas como

2
FEy = / ni + %9 / (TLQ + logng) + 2/ 2 (3—63)
Q Q 2 Ja
y
F = / n? +/(TL2 —1)2, (3-64)
Q Q
cumplen la desigualdad
d
%EQ(t) < —eaFh(t) (3-65)

para cada t > 0.



3.8 Sobre la estabilidad de la concentracién de especies 95

Demostracion:
Definamos las funciones

A3(t) ::/in, A4(t) = /Q(ng—lognz), Bz(t) Z:;/QCQ.

Entonces, fijando de manera momentanea las constantes £9, ¢ > 0, reescribimos la expresién

como
Ey(t) = As(t) + £2A4(t) + £2Ba(2). (3-66)

Definiendo H(s) := s —log s con s > 0 y realizando un procedimiento analogo al encontrado
en vemos que A4 es no negativa. Ahora, teniendo en cuenta la primera ecuacién de
nuestro sistema , usando el hecho de que a; > 1, aplicando integraciéon por partes,
formulas de Green y condiciones en la frontera, obtenemos las siguientes desigualdades

d
Z Ay =
s = [ ()
:/ (—u-Vny 4+ Any — x1V - (mVe) + ping (1 — ny — ajng))
Q

g—/u-Vm—i-/Anl—xl/v-(ch)—i-,ul/nl(l—nl—ng)
0 0 0 0
—/mV-u—l— &,mdS—Xl/an-Vc
0 a0 0
_Xl/nlAC‘{'ﬂl/(nl(l_T@)_n%)
0 0

=X1/m'AC—Xl/n1AC+M1/n1(1—n2)—M1/n%-
Q Q 0 0

De lo cual concluimos que

d
L a5 < m/ na(1 — ny) — m/ n2. (3-67)
t Q Q

Por otro lado, de la segunda ecuacion del sistema (4-1)) llegamos a la siguiente igualdad.

(3-68)

-1
= / (—u-Vng 4+ Ang — x2V - (naVe) + pana(l — agny — ng)) <n2 > .
Q

na
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Realizando un anélisis a cada término resultante de la igualdad anterior y usando integracion

por partes, observamos que
-1 —1
o ()= o (55)9
Q n2 Q n2
-1
e (2)-
Q n2
/ (V?’LQ)
= no —5 |- u
Q ny
Vng
= —_— U
Q N2
—/ Viogno - u
Q

—/logngv-u:().
Q

Usando las formulas de Green tenemos que

— _ 2
/Ang <”2 1) :—/Vn2-v<”21> __ [ [Vnel®
Q n2 0 n2 Q 1

De la integracién por partes conseguimos
> / V’I’LQ VC

-1
—Xz/ V- (n2Ve) <n2 > =X2/ naVe - V<
Q n2 Q

Reemplazando (4-69)), (4-70), (4-71)) en (4-68)) obtenemos que

Vnsl? Vng - Ve
| 2’ / 2 _m/(nQ—l) —a2u2/n1(n2—1)-
Q Q

Realizando el mismo razonamiento hecho en (4-60) obtenemos

fBQ /\ch / (any + fBng).

Por lo tanto, teniendo en cuenta , (4-67)), (4-72)), (4-73)), conseguimos

d d d d
—Fy=—A Fo—A fo—DB
a 2 = 0t 3+ 2dt 4+ th 2

Vnal? Vny - Ve
Sul/nl(l—nz)—/ﬂ/n%—é2/ | 22| +X2%2/ 2
Q 0 o N3 Q N2

— Mgég / (’I’LQ — 1)2 — agﬂgég/ nl(ng — 1) — I,ﬂg/ ’VC|2
Q Q Q
— fg/ Cz(oﬂh + ﬁng)
Q

(3-69)

(3-70)

(3-71)

(3-72)

(3-73)

(3-74)
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Usando la desigualdad de Cauchy con € = 1 tenemos que

Vng - Ve

X27%2/ ML SX2)%2/
Q na
\V4
<As </ ’m |X2VC’>
2

Sﬁg (/ ]X2V0|2+/ >

o4 Q

% 2 2
S 2X2 / ‘VC‘Q + éZ / |Vn22‘ )

Reemplazando lo anterior en (4-74]) y teniendo en cuenta que ¢2,c¢,ni,ny > 0, concluimos

Vng
n2

que
d
JEQ < Ml/ n? — (ug + a2,u252)/ ni(ng — 1)
14 Q

(3-75)
7
_#2é2/(n2—1)2+< 2X2 >/|Vc|2
Q
Ademsds, de la desigualdad de Cauchy con ¢ = 3 — ey € € (0, p1), observamos que
—(p1 + agpaa)ni(ng — 1) <[(u1 + a1paf2)ni(ng — 1)
Sm(m +appizke)’(n2 — 1) + (1 — e)ni.
Asi,
2 o (1 + aspnks)? 2
—Ml/ ni — / (11 + agpez)ni(ng — 1) < —5/ ni + /(m —1)% (3-76)
Q Q 0 4 —¢)  Ja
Reemplazando (4-76) en (4-74) y tomando £ > X2 , conseguimos que
d (11 + agpas)® / 2
—Fy < — 2_ Bo — -1
a2s E/Qm <M2 2 40 —2) Q(n2 )
% 2
+ < 2X2 fQ)/ |VC‘2
4 Q
p1 + azpio#o)? 2
S—a/n2—<é—( ng — 1)%.
o LT 4(p —e) Q< 2= 1)
Finalmente, tomando € € (0, (1 — az)p1) tal que 29 = 4(uM11—€)’ obtenemos la desigualdad
(4-65)). [

Lema 3.8.4. Sean a; > 1 > ao y asuma las hipétesis del Teorema Entonces, existe
una constante C3o > 0 tal que

/ /n%—i—/ /(n2—1)2§032.
0 Q 0 Q
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Demostracién:
Tomando ¢ > 0, integrando sobre (0,¢) en (4-65) y usando el Teorema Fundamental del
Célculo, conseguimos la desigualdad

Ba(t) — Bx(0) < —5 /0 " F(s)ds.

Usando lo anterior y la no negatividad de Es, tenemos que

¢ t
62/ F(s)ds < Eq(t) + 52/ F(s)ds < Ex(0).
0 0
Dado que t > 0 es arbitrario, obtenemos lo deseado. |
Lema 3.8.5. Asumiendo las hipétesis del Teorema [4.2.1] existe Cs3 > 0y 6y > 0 tales que
[[n4]l

paratodot>1e:=1,2.

Demostracion:
Reescribiendo la primera ecuacién de (4-1) conseguimos la igualdad

(n1): — V- (Vni —x1m1Ve) =u - Vng + pini (1 — ny — aing) .

‘—a(z,t,n1,Vn1) b(z,tn1,V'n1)
Observemos que, por los valores iniciales y de la frontera de ni, vemos que
(Vny — x1n1Ve) - v = dyny — x1n10ye =0,
n1(-,0) = nq,0.
Tomando t > 1, p =2y ® =1 en el Teorema 1.3 de [58], obtenemos lo que se desea. |

Lema 3.8.6. Sea n € C°(Q x [0,00)) tal que para algunos C* > 0 y 6* > 0 se satisface la
desigualdad
10l o 5 iy <€

Supongamos que
/ / (n(z,t) — N*)2dadt < co (3-77)
0 Q

para alguna constante N* > 0. Entonces,

n(-,t) = N* en C°(Q) cuando t — oo.
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Demostracién:
Definamos n[j](x, s) :=n(z,j+s) con z € Q y s € [0, 1]. Veamos que el conjunto (n[j]);en
0,1

es compacto en CO(Q x [0,1]). De la condicién de Hélder, conseguimos que

. . " * [
[nlj] (1, t1) = nj)(z2, t2)] < C* (|21 — 2|") + |t — to] 7),
para cada x1, 79 € Q, t1,t2 € [0,1] y j € N. De lo cual, vemos que dado un € > 0 existird un
§ > 0 tal que si (|oy — 22]? + [t — t2|2)% < 0, entonces
Inlj](z1,t1) — n[j](22, j2)| <e.

Luego (n[j]);n es una sucesion equicontinua. Usando el Teorema de Arzela-Ascoli, (n[j]) en
serd, en efecto, compacto en CY(Q x [0,1]).

Razonando por reduccién al absurdo, suponga que n[j] no converge a N* en C°(Q x [0, 1])
cuando j — oo. Por lo tanto, existird un gy > 0 tal que para una subsucesién (jx)reny C
(4)jen C N verificando ji — oo cuando k — oo tenemos la desigualdad

In[jk] = N*{lco@x o)) > €0

para cada k € N. Como (n[j]) ey es un conjunto compacto en C°( x [0, 1]), entonces par-
ticularmente lo serd (n[ji])ken. De esta manera, existirdn una subsucesion (n[jg,])ren y una
funcién ne, € C°(Q x [0,1]) tal que

In[jk,] — nooHcO(ﬁx[[)JD — 0 cuando r — c©. (3-78)

Por la hipétesis (4-77)), tenemos que

1 j+1
/ / In[j](z,s) — N*[*dzds = / / In(z,t) — N*|?dzdt — 0 cuando j — oo.
0 Jo j Q

Por otro lado, de (4-78)) tenemos lo siguiente

1
: 2 ~ 2
/0 /Q [k, ](x, $) — neo|“dxds < |Q||n]jk,.] — noo”co(ﬁx[o,l]) — 0 cuando r — co.
Por unicidad del limite se sigue que no, = N*. Por consiguiente, llegamos a una contradiccién
puesto que la convergencia (4-78|) contradice la desigualdad (4.8). En particular

sup Hnb}(a S) - N*”Co(ﬁ) — 0 cuando j — OQ.
s€[0,1]

Entonces, n(-,t) — N* en C°(Q) cuando t — oo. [
Lema 3.8.7. Asumiendo las hip6tesis del Teorema tenemos que
1. Siay,as € (0,1), entonces
|ln1(-,t) — NfHLoo(Q) =0, |na(,t) — NQ*HLOO(Q) — 0 cuando t — oo,

x . 1l—ay x . l—a2
donde Ny := T ares N3 = T ar2s

2. Sia; > 1 > as, entonces

[n1 (-, t) |l poo(y — O [Ina(-t) — 1| poo(q) — 0 cuando ¢ — oo.
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Demostracién:
1) Asumamos que aj,az € (0,1). Del Lema tenemos que

/ /<n1—Nf>2scsl,

0 Q

I/ /(ng—N§)2§031.
0 Q

Las hipétesis del Lemal4.8.6[son garantizadas gracias al Lema Por lo tanto, parai =1, 2,
vemos que
ni(-,t) = Nf en C°(Q) cuando t — oo.

2) Para el caso a; > 1 > ag, usamos el Lema y procedemos de manera similar al primer
caso. n

Lema 3.8.8. Sea az € (0,1). Bajo las hipdtesis del Teorema tenemos que para todo
C € (0,]Q min{N5,1}) existird un 7" > 0 tal que

/nQZCparatodot>T.
Q

Demostracion:
Si a1, az € (0,1), entonces del Lema vemos que

/ ng — / Ny = N3|Q| cuando t — oo.
Q Q
De lo anterior, tenemos que para todo € > 0 existira 77 > 0 tal que
/ ng > No|Q| — e para todo t > T7.
Q
En caso de que a; > 1 > aq, tendremos que dado € > 0, existe 75 > 0 tal que

/ ng > Q)| — € para cada t > Tb.
Q

3.9. Sobre la estabilidad de la concentracién quimica

Lema 3.9.1. Para «, 8,n1,ne, c satisfaciendo el sistema (4.2.1)), tenemos que

/oo(ozm + fnag)c < 0.
0
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Demostracién:
Integrando la tercera ecuacién del sistema (|4.2.1)) sobre 2, haciendo uso de las férmulas de
Green y de la integracion por partes, obtenemos que

CZ/QC:_/QU.VCJF/QAC—/Q(am+5n2)0
:/ch-qu 8Q8Vc—/ﬂ(04711+5712)0
:_/(an1+ﬁn2)c.

Q

Integrando sobre (0,¢) en la anterior desigualdad, utilizando el Teorema Fundamental del
Calculo y usando el hecho de que ¢ > 0, conseguimos que

[ o= [ 4 [e= [t [az- [
/Ot/g(anl—kﬁng)cg/ﬂco<oo.

Y asi,

|
Lema 3.9.2. Existe una sucesién (tx)ren C (0,00) tal que ¢, — ooy
te+1
/ / ¢ — 0 cuando k — oo. (3-79)
tr Q
Demostracién:
Del Lema tenemos que
j+1
/ /(am + fng)c — 0 cuando j — oo.
b Q
Denotemos por f(t) := ﬁ Jo c(-,t)dx para cada t > 0, entonces
J+1 j+1
[ [am s me= [ [ @i+ na)e.t) - f(e)dade
j Q j Q
=11(J
1(7) (3—80)

41
+ /j] /Q(oml + Bneo) f(t)dxdt .

I2(5)

Por la desigualdad de Cauchy podemos estimar a I;(j)

no = ( / " [om +ﬁnz>2)é 1 / " et - For)

SIS
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para cada j € N.
Por la Desigualdad de Poincare-Wirtinger conseguimos una constante C > 0 tal que

j+1 j+1
/ /\ ()2 dxdt<C’1/ /|vc 1| dadt.

Por el Lema [4.7.2] vemos que
j+1
/ / |Ve|* — 0 cuando j — oo. (3-81)
j Q

Y por el Lema conseguimos

1
sup/ /n,2 < o0. (3-82)
jeN J;j Q

Por lo tanto, de observamos que I5(j) — 0 cuando j — oo.
Definamos ng := @ fQ no > 0. Entonces,

_ /J ah /Q (any + Bna) f(t)dadt
= 4j+1 f(t) </Q(0m1 —i—ﬁng)dx) dt.

J

Por los Lemas y conseguimos que, necesariamente,
Jj+1
/ / c(x, t)dxdt — 0 cuando j — oo.
j Q

Luego, vemos que la sucesion (¢;) en, donde ¢;(z, s) := c(x, j+s) para cada (z,s) € Qx(0,1)
y j € N, satisface ¢; — 0 en L'(©2 x (0,1)) cuando j — oo. Entonces, podemos tomar una
subsucesion (ji)ren € N tal que ji — oo cuando k — oo y satisfaciendo ¢j, — 0 c.t.p en
Q2 x (0,1) cuando k — oo. Ademds, por el Lema sabemos que (c¢j, )ken estd acotada en
L>(Q x (0,1)). Asi, por el Teorema de la Convergencia Dominada conseguimos que
cj, — 0 en LY(Q x (0,1)) cuando k — oo, con lo cual garantizamos al tomar tj 1= ji.

Lema 3.9.3. Existe una sucesion (t;)ken C (0,00) tal que ¢, — ooy

tp+1
/ lle(+, )] oo (ydt — 0 cuando k — oc.

tg

Demostracion:
Sea (tr)ken una sucesiéon tal que ¢t — oco. Por el Lema existe C1 > 0 tal que

tre+1
/ / |Ve|* < Oy para todo k € N.
tr Q



3.9 Sobre la estabilidad de la concentracién quimica 103

Por la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, existe Co > 0 tal que

4 1
el zeo (@) < C2||V80H24(Q)H<P”21(Q) + Callell L) (3-83)

para cada ¢ € WH4(Q).
1
Tomemos ¢ > 0 y fijemos § > 0 tal que C{'é < €. Usando la desigualdad de Young con

5
4!
5 ) 7

pardmetros p = 7 y ¢ = 5, vemos que
1 (4C5\*
<aIVelose + 5 (55) Tellcor

1
5

5

o

5
16,0 V%

4 1
CQHV%O||Z4(Q)||SOHE1(Q) = (s

LA LL(@)

Reemplazando lo anterior en (4-83), conseguimos C3 > 0 tal que

el @) < 6lVellza@q) + CsllellLiq

para cada ¢ € W14(Q). Entonces,
tht1 1 tht1
/t e )l e dt <6 / IV el )l dt + Cs / el Dl
k k k

tp+1 A i tp+1
<o ([ 1Tt Oltayat) + [l Oyt

ty ty

1 te+1
<50} +Cs/ e )l 1@t

ty

para cada k € N.
Teniendo en cuenta lo anterior y usando el Lema [4-79 obtenemos que

th+1 t+1
umsup/ e D)l eyt < &+ Cs h'msup/ leC Dl ydt = <.
tr

k—o0 k—o0 tr

para todo € > 0. Esto demuestra lo deseado. |

Lema 3.9.4. Tenemos que

(-, )| oo () — 0 cuando t — oo (3-84)

Demostracién:

Como consecuencia del Lema m tenemos que lim infy , [|c(+, )| oo (@) = 0. Por el Lema
4.7.2: sabemos que la funcién t — |[[c(:,t)[| () es decreciente en (0,00), consiguiéndose
@D, como queriamos. |
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3.10. Sobre la estabilidad de la velocidad del fluido

Lema 3.10.1. Para p > 2, existe una constante C' > 0 tal que
oo
/ /(ni + 1)P2|Vn;|2 < 0o con i = 1,2. (3-85)
1 Ja

Demostracién:

Bastarfa demostrar este resultado para p > 2 ya que por estimativas cldsicas LP(£2) —»
L?(). Asi, % < 8. Por lo tanto, podemos tomar § € (0, |[[co||ro()) lo suficientemente
pequeno tal que

px10 < 2 (3-86)

4p

p(p — 1)x30% + 71 < 8. (3-87)

Usando (4-84]), podemos tomar un ¢y lo suficientemente grande, tal que
)
c< 3 en Q X (tg, 00).

Luego, (néfi)p estd bien definido y es suave sobre ) x [tg, c0). Ademds, tomando t > tg y

usando la primera y tercera ecuacién de nuestro sistema (4-1)), tenemos que

d [ (ni+1P [ p(n+ P! (ny + 1)
dt/Q d—c _/Q d—c (nl)t—{—/g ((5—0)2Ct

ny + 1)P~1
:/ M(Anl —u-Vn; —x1V - (mVe) + uini(1 —np —aing))
Q

d—c
1)P
+ /Q H(Ac —u-Ve— (any + fng)c).
(3-88)
Ahora, procedemos a analizar cada término del lado derecho de la anterior igualdad. Por las
férmulas de Green sabemos que

+ 1Pt + 1)p1
/Qp(m&—c) Anl——p/ﬂv<(n15_i )-Vm

(m+ P2 / (n1 + 17!
= -1 7 - AN L A -Ve.
p(p )/Q 5 IVml-p | T e Vm Ve

Por otro lado,

ny + 1)P1 ny +1)P~1
—pX1/(1(5)V-(n1VC) :PX1/n1V ((1)> Ve
0 — C 0 6—6

ni(ng + 1)P~2 ni(ng + 1)P1 (3-90)
=n(p — 1 SRS e A : St L | v R
p(p — 1)x1 /Q 5. Vni - Ve+pxi /Q 0 =0 Vel
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Razonando de manera andloga notemos que

Lt o ()

(3-91)
(n1 + 1P! / (M +1)P o o
0 (6—op N
Teniendo en cuenta que V - u = 0 e integrando por partes conseguimos que
_/ (n1+1 W Vg = — /an—Fl
o 00—
1
:/(”1 TPV (5— ”)

Q ¢ (3-92)

1
:/(n1+1)1’u-v
0 o —

. (n1 + 1)p
“ G

Entonces, teniendo en cuenta las igualdades (4-89), (4-90), (4-91) y (4-92)), conseguimos de

(4-88) que
d [f(n+t1)P M 2
/Q <—ple=1) /Q V]

Cc

dt d—c -
_ n P 2 - s o
/Q( 1+ 1) ((5—0)3 (n1+1)(5—c)2> v (3-93)
p—1( Pl—Dxim  2p ny - Ve
+ [ (G~ ) T

ny + 1)P~1
Q — C

Observemos que
pxini
r)E-0? _ pximi(d —¢) _ pxid

oo 2m+1) T2

<1,

de lo cual vemos que el término que involucra a |Ve|? necesariamente es no positivo.
Por simplicidad, vamos a definir la funcién auxiliar

(p(pfl)xm 2% >2
(0= n+1)  (6-¢€)2

2 _ pXxXin
4 ((H)S (n+1)(15*£)2)

h(n,§) =

conn>0y¢&el0,0).
Utilizando la desigualdad de Cauchy con

2 _ pX1M1
(6—c)3 (n1+1)(6—c)?

(P(p Dxini 27;0)27
(0—c)(n1+1) 0—c

o =
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obtenemos que

/Q(nl + 1Pt <(§(f ;)(172(1:1) - G ipc)2> Vni-Ve

— [ s+ 1) plp—xam 20 N\ gl [(nl + 1)V
/Q [ » <(2 _ ;Xﬂf 2> ]2

= /Q(”l +1) <(5 —¢)3  (ni+ 1) —c)? Vel

0—c)(np+1
+/(n1 + 1)P"2h(nq, c)Vny.
Q

[NI4S)

(3-94)

Realizando unos célculo simples conseguimos ver que

h(n,&) P —1xi00— & 4pX1(5_5)nn?+z% hi(n,§)

p(ép:gl) 8 — 4pxl(5—§)# © ha(n, &)

Por (4-87)), observamos que

2
] 4p

-8
(77+1)2+p—1

4
<plp—Dx(0+ 2 -8 <0

hi(n,€) — ha(n,€) = p(p — 1)x3(6 — &)

Ademss, por (4-86)),
ha(n,c) > 8 —4px16 > 0 en Q x (tg, ),

de lo cual notamos que
hne) _, 8- pp- Dxjo? — o2
hz(n, C) B 8 — 4dpx16 ' (3—95)
:=C1

De (4-92)), (4-94) y (4-95) obtenemos que

d [ (n+1)F ni+1 2 / (ny +1)P~1
= —p(p —1) AShE LIV
dt 0 d—c C / |vn1| ‘|‘,U 0 d—c "

para todo t > tp.
Integrando sobre (tg,t) en la anterior desigualdad y usando el Teorema Fundamental del

Calculo llegamos a que

1)P 1 to) 1Pt
p—1) 01// (1 + 711|2S/(n1Jr P, Od +M1p// (n1 + ny
to Q 6_C(Ct0 to

(n1 +1)P(z,t)
/Q d —c(e,t) du
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Por consiguiente, teniendo en cuenta el Lema y usando el Lema tendrfamos una
cota Cy para la parte derecha de la anterior desigualdad. M&s aun, teniendo en cuenta que

¢ 6Cy
ny 4+ P2 Vn P < —=2
//Q< AT <

De lo anterior y teniendo en cuenta que n es acotada y suave en Q x [1,tg], demostramos lo

1 1
52 < 5, Vemos que

deseado.
|
Lema 3.10.2. La funcién u del sistema (4-1)) cumple la convergencia
u(-,t)||L2(0) — 0 cuando t — oo. (3-96)
Ademas,
0.)
/ / |Vul? < co. (3-97)
1 Ja
Demostraciéon:

Multiplicando por u a la cuarta ecuacién de (4-1)), integrando sobre €2 y usando los razo-
namientos hechos en (]4—38|), (4-40) y (4-41), vemos que

s [l [ 190 = [ i 460296 - (308)

Del razonamiento hecho en (4-42) tenemos que

/ (yn1 +6n2)Vo - u = —/ ou - V(yng + on2)
Q Q

para cada t > 0. Ahora, de la desigualdad de Poincare, existe Cy > 0 tal que

/|u|2 gcl/ IVl (3-99)
Q Q

para todo t > 0. Luego, usando la desigualdad de Cauchy con € = %, tenemos

/qbu V(yni + ong) < <sen /|u!2+02/|v yny + 6na) %,
1

C1l18]12 0o . .
donde Cs := M De (4-99) y por la desigualdad anterior notamos que

/qbu V(yni + dng) < /|Vu|2+02/ |V (yn1 + dng)|?

Reemplazando en (4-98)) conseguimos que

24 VuZSC'/V’yn + dns)|?
5 15 [ 9ul < co [ [96m+dn)
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para todo ¢t > 0. Integrando la anterior desigualdad sobre (1,¢) con t > 1y usando el Teorema
Fundamental del Célculo, tenemos que

s ([rator = [ueop)+g [ [ <ca [ [ 1vem +amp
<Oy /100/Q|V('yn1+5n2)]2.

Dada la no negatividad del término |, |u(-, t)|?, de lo anterior obtenemos que

1/t 1 o0
/ /\VUP S/ ’U(',l)\2+c2/ /’V(7n1+5”2)\2-
2 )1 Ja 2 Ja 1 Ja

Por el Lema |4.10.1| con p = 2, vemos que
/ / |V (yn1 + 6n9)|? < oo, (3-100)
1 Ja

de lo cual implica (4-97) como se querfa. Por otro lado, sea y(t) := [, |u(x,t)[*dz con ¢t > 0
y definamos h(t) := 2C5 [, |Vn(z,t)[*dz con t > 0y denotemos Cs := C% Entonces,

y'(t) < —Csy(t) + h(t)
para todo t > 0. Ahora, tomemos ¢ > 1 y fijemos s € (1,t), entonces
Y (5)e” P17 < —Cyy(s)eBlme) 4 e l=p(s).
Como (y(s)e_ci”(t_s)), = 9/ (5)e~C3(=9) 1 Ozy(s)e=“3(=%) | vemos que
(y(s)e~ Oy < ¢=Oolt=3) (),

Integrando la anterior desigualdad sobre (1, ) y aplicando el Teorema Fundamental del Calcu-

lo tenemos que
t
y(t) < ey (1) +/ e~ 3= (s)ds.
1

Si tomamos ¢ > 2, observamos que

t 2
/ 6_03(t_s)h(s)ds :/
1 1

Cgt [ 00
<e 2 h(s)ds —l—/ h(s)ds.
1 3

|+

t
6_03(t_s)h(s)ds—|—/ e~ U= p(s)ds

T
2

Sabemos que floo h(s)ds < oo por (4-100)), garantizandose asi que y(t) — 0 cuando t — oo
como se queria. [ |

Lema 3.10.3. La funcién u del sistema (4-1)) verifica

lu(-, )| Lo (@) — O cuando t — oo. (3-101)
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Demostracion:

Dado que W () estd compactamente embebido en L>(Q2) para todo 7 y como L>(£2) C
L?(£2), entonces aplicando la desigualdad de Ehrling conseguimos que para d > 0 existird una
constante C'(d) > 0 tal que

[us D)l Lo () < Olluls Dllwrr@) + CO)ul, 1)l 2@

para cada t > 0.
Tomando § > 0 lo suficientemente pequeiio y teniendo en cuenta la convergencia conseguida

en (4-96), bastarfa demostrar que la funcién t — [[u(-, )||w1.-(q) es acotada y conseguiriamos
(4-101]

. Para tal fin, tomemos « € (0, 1) tal que a > 1 — % Entonces, o — % + % > % Por lo
tanto, podemos fijar p € (1,2) lo suficientemente cercano a 2 tal que

1 1 1
a— =+ ->—.
2 r P

Podemos ahora considerar el operador de Stokes A con dominio D(A) = W2P(Q)N WO1 Q)N
L5 (). Entonces, tomando el a definido anteriormente, vemos que D(A®) < W17 (). Luego,
existe C1 > 0 tal que

lellwrr@) < CrllA%pllLr (), (3-102)
para todo ¢ € D(A%). Reescribiendo la cuarta ecuacién del sistema (4-1)) como

up=Au+VP+ | —(u-V)u+ (yni + 0n2)Ve

i=hy (z,t) :=ha(z,t)

:=h(z,t)

Ahora observemos que del Lema[4.7.7 podemos acotar la funcién hy por una constante Cy > 0
como sigue

[h2(s )l Lr (o) < Co,

para cada t > 1. De igual forma, usando la desigualdad de Holder con exponentes % >1y

%, la desigualdad de Cauchy, la inclusion W1H2(Q) < L (Q) y el Lema4-96| garantizamos

acotar la funcién h; por una constante C's > 0 como sigue

12 (- Oy <IH(u- V)l (D175 q)
=[lfw- Va1
=l (ul”Vul?) (5 Ol L @)
<Jlu-; )

(RPN IO s

< C37
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para todo t > 1. Ahora, recordemos que al usar la férmula de variaciéon de pardmetros con
k > 1 un entero arbitrario y ¢ > k vemos que

t
u(-t) = e A k) + / e~ U=DAP[B](-, 5)ds. (3-103)
k
Asi mismo, sabemos que existe Cy > 0 tal que

1A% 0] 1oy < Cat™|l¢l| Lr(o (3-104)

para cada ¢ € LE(Q) y para todo t > 0. Empleando estos hechos, recordando que P es un
operador acotado de LP(Q) a LE(Q), aplicando A% a cada lado de (4-103)) y utilizando la

desigualdad (4-104)), obtenemos que
¢
JA°u(,8) |1y < Calt = B) Il k)| Loy + Ca /k (t = ) lIh(-,8)llpooyds,  (3-105)

para cada t > k. De ahi, sabemos por el Lema [4.10.2] y del hecho que p < 2, que C5 :=
sups~g [|u(-, )| Lr (o) es finito. Entonces, de (4-105)) tenemos que

t
1A%u(-, )| oy <CaC5(t — k)~ + Ca (Ca + C) / (t— 5)"ds
k
21—a
l—«o

<Cy4Cs + C4(CQ + Cg) .

para todo t € [k + 1,k + 2]. Por lo tanto, como k > 1 fue arbitrario y teniendo en cuenta la
desigualdad (4-102)), conseguimos que el mapeo t — |u(-,t)|lyy1. ) sea acotado, culminando
la demostracion. |

Prueba del Teorema [4.2.2]
Observemos que los Lemas (4.8.7)), (4-84) y (4.10.3) implican directamente el Teorema
Esto concluye la prueba.




Capitulo 4

Modelo de Quimiotaxis

4.1. Presentacion del modelo

En esta seccién nos centraremos en demostrar la existencia global, unicidad, acotamiento,
regularidad y propiedades de estabilidad sobre el siguiente modelo

(n1)e+u-Vng =An; — x1V - (mVe) + pini(1 —ny —aing) en Q x (0, 00),

(ne)t +u-Vng = Ang — x2V - (naVe) + pona(l — agng — ng) en Q x (0, 00),

¢t +u-Ve=Ac— (any + fna2)c en Q x (0,00),

w+ (u-V)u=Au+ VP + (yn1 + 0n2)Ve, V-u=0 en Q x (0,00), o
Opyn1 = Oyna =0pc=0u=20 en 99 x (0,00),
n1(-,0)) :=n10, n2(-,0)) :=n20, c(-,0) :=co, u(-,0) :=up  en Q.

El anterior sistema describe la concentracion de dos especies que reaccionan a un tnico flui-
do quimioatrayente. La solucion a este sistema la denotaremos como la tupla de funciones
(n1,n2, c,u, P) las cuales se encuentran definidas en 2 x [0, 00), siendo © C R? un dominio
acotado con frontera J€) suave. En este modelo nj y ne representan las densidades de las dos
especies, ¢ denota la concentracién del quimico, u representa el campo vectorial de la velo-
cidad del fluido, el cual asumimos incompresible, y la funcién incégnita P denota la presién
del fluido, respectivamente.

Por otro lado, suponemos como conocidos los valores iniciales que tomaré la tupla (ni, ng, ¢, u),
los cuales por comodidad denotaremos por (n1,0, 12,0, co, up). Consideraremos que los datos
iniciales presentan la siguiente regularidad para nuestro sistema

0< 1n1,0,M2,0 € C(Q), 0<cy € Wl’q(ﬂ), y ug € D(Ae),
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donde ¢ > 2y 0 € (%, 1). Asf mismo, asumiremos como conocidas a la funcién ¢ € C17(Q)
con n > 0, a las constantes no-negativas x1, X2, a1, c2 y a las constantes positivas ui, o,
«, B, vy d. Estas constantes del modelo corresponden a ciertos ratios que describiremos a
continuacién. Invocando las tres primeras ecuaciones del sistema

(nl)t +u-Vny = Ang — Y1V - (711VC> + ,ulnl(l —nip — alng),
(n2)t +u-Vng = Ang — 2V - (n2Ve) + pana(1 — agny — na),
¢ +u-Ve=Ac

Observamos que los términos sefialados en azul en la primer y segunda ecuacién corresponden
a una cinética de tipo Lotka-Volterra. Esto nos indica que las ecuaciones involucradas modelan
dos especies compitiendo en base a un mismo estimulo quimico, donde w1 y po representan
los ratios de crecimiento de cada especie y a1 y as corresponden a la fuerza de la competencia
entre la especie I y la especie II.

Los parametros x1 v x2 senalados en rojo, corresponden a sensitividades quimiotacticas las
cuales describen cuantitativamente la dispersién y el movimiento dirigido de poblaciones de
microorganismos (ver por ejemplo [21] y [22]).

Ademds, dado que los términos que involucran el Laplaciano (términos de difusién) estén
acompanados por una constante idéntica a 1, esto nos indicara que el ratio de difusién de las
especies y el fluido quimioatrayente es idéntico a 1, un andlisis similar se realizé en [23].

En la tercera ecuacion tenemos el término senialado en verde, el cual se refiere al transporte
del fluido quimioatrayente y el término indicado en naranja, el cual consta de constantes
a, 8 que representan el decaimiento de la senal quimica, este término es frecuentemente
denominado como el término del consumo. De esta ecuacién podemos inferir que la evolucién
de la concentracién del fluido quimioatrayente es influenciado por la difusién, el transporte a
través del campo vectorial de la velocidad del fluido y el consumo de dicho quimioatrayente,
el cual serd proporcional a la cantidad de microorganismo existentes en el medio.

Ahora centremos nuestro andlisis a la cuarta ecuacién de nuestro sistema , es decir,

ut + (u- V)u = Au+ VP + (yn1 + dng) V.

Esta ecuacién estd acompanada por la condicién V - u = 0 y es bésicamente una ecuacién
diferencial de Navier-Stokes incompresible, la cual describe el movimiento del fluido. Ella
contiene un término, senalado en azul, que involucra a la funcién ¢ la cual nos indica un
potencial gravitatorio que influye sobre el fluido, esto corresponde a una fuerza externa a
considerar en el modelo. Ademas, el término sefialado en rojo corresponde a la aceleracion
total de una particula en el fluido y el término que involucra el Laplaciano nos indica la
friccion entre particulas del fluido.
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4.2. Teoremas principales

Nuestro principal objetivo a partir de ahora serd demostrar rigurosamente dos teoremas,
el primero trata sobre la existencia de soluciones cldsicas en (4-1)) y postula la unicidad y
acotamiento de dichas soluciones:

Teorema 4.2.1. (Existencia, unicidad y acotamiento)
Sea 2 C R? un dominio acotado con frontera suave y suponga x1, X2, @1, &g > 0y pi1, fia, @, 3,7, >
0, asumamos que n1 g, n2,0, Co, Ug, ¢ son funciones dadas que satisfacen (4.1)) Entonces existen

funciones
ny,ne €C°((Q) x [0,00)) N C*1(Q x (0,0)),
ceC(Q) x [0,00)) N C*L(Q x (0,0)),
u €CO((Q) x [0,00)) N C%HQ x (0, 00)),
P eCHO(8 x (0,00)),

las cuales solucionan el sistema (4-1)) de forma clasica. Més atin, el sistema tiene una unica
solucién (n1,neg,c,u, P) salvo adicién de contantes a P, y existe una constante C7 > 0 tal
que para t > 0 verifica que

Im1(5 )| oe (@) + Im2(5 ) [oe (@) + lle( )l oo @) + luls )| Loo () < Ch-

Nuestro segundo teorema nos da unos resultados sobre el comportamiento asintético de las
soluciones (4-1)) bajo ciertas suposiciones sobre los coeficientes ai, as:

Teorema 4.2.2. (Estabilidad de la solucién)
Asumiendo las hipétesis del Teorema las soluciones del sistema ({4-1)) tienen las siguien-
tes propiedades:

1. Siay,a2 € (0,1) entonces
ni(-,t) = Ny, na(-,t) > Ny, c(-,t) =0, wu(,t) =0 en L>(Q) cuando t — oo,

donde

1—(11 1—@2

* Pyp— * Pyp—
Nl T ) N2 — — .
1-— ai1an 1-— ai1an

2. Suponga que a1 > 1 > a9 entonces

ni(,t) =0, na(-,t) =1, c(,t) =0, u(,t)—0en L) cuando t — oo.

4.2.1. Sintesis de las pruebas

Para demostrar este par de resultados, seguiremos la siguiente ruta

1. Probaremos que existen ciertas soluciones locales con un método clasico basado en el
Teorema del Punto Fijo de Banach.
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2. Conseguiremos la regularidad de la solucién.

3. Se demostrara por medio de un argumento clasico Bootstrap, que las soluciones son
globales o necesariamente no son acotadas.

4. Probaremos la no negatividad y con un argumento del principio del méximo, mostra-
remos la positividad de las soluciones ni,ns, c.

5. Conseguiremos la unicidad de la solucion.

6. Se conseguira el acotamiento de la solucién por medio de una serie de lemas, teniendo
en cuenta el item 2 conseguiriamos la solucién global y culminaria el Teorema [4.2.1

7. Probaremos una serie de lemas que nos permitiran encontrar condiciones para las cuales
n1,neo se estabilizan con el tiempo.

8. Demostraremos finalmente que bajo ciertas condiciones ¢, u se vuelven despreciables
con tiempos grandes, con lo cual se finalizaria el Teorema [4.2.3

Teniendo en cuenta los items 1, 2, 3, 4 y 5 procedemos a postular el siguiente lema el cual
expresa de manera rigurosa nuestros primeros cinco objetivos.

Lema 4.2.3. Sean 2 C R un dominio acotado con frontera suave, xi,Xx2,a1,a2 > 0y
i, pa, o, B3,7,0 > 0 constantes. Para todo ni,n20,co, uo, ¢ que satisfacen (4.1)), entonces
existen Tpuer € (0,00] y una solucién clésica (ni,ng,c,n, P) de nuestro modelo (4-1) en
Q x (0, Tnae) tal que

n1,ng, c,u € CO(Q x [0, Truaz)) N C?HQ x (0, Tnaz)),

ni,n2 > 0,¢>0en Q x (0, Thaz)-

Ademas, la solucién es unica, salvo adicién de constantes a P, y Tipqe = 00 O

tm ([lng (- 8) [ oo @) + 20 Ol oo () + el Ollwrr@) + 1470l D)l 22(@)) = oo,

t—> max

para todo o € (3,1).

4.3. Existencia y regularidad de las soluciones en el modelo

Para demostrar la existencia de las soluciones vamos a usar un razonamiento clasico que
involucra el Teorema de Punto Fijo de Banach. A continuacién, vamos a especificar cierto

espacio de Banach y cierto mapeo que nos permitira implementar dicha técnica.
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4.3.1. Espacio de solucion local y mapeo de punto fijo

Vamos a fijar de manera momentanea las constantes R > 0y T' > 0, las cuales se especificaran
més adelante. Considere el espacio

X = C%[0,7); CO(2) x CO() x WhHi(Q) x D(A%)),
al cual se le define la norma:
|- 1lx =1l llcoqo,rysco@) + I - lleoqoryco) + I - lleoqo,rywra)) + 1+ leoqo,ry:peady)-
Ahora, definamos la bola cerrada de radio R en X:
S ={(n1,n2,c,u) € X : ||(n1,n2,c,u)||x < R}.

Motivados por la férmula de variacién de pardmetros, vamos a considerar ahora el mapeo
sobre .S, definido como

q)l(n17n27c7u) 7t

(1)

| ®2(n1,n2,c,u) (-1 t)

(I)(nlvnzvcu U)(’t) T (1)3(n17n27cvu)('7t)
<I>4(n1,n2,c,U)(-,t)

t

eBnig+ / e(t_s)A(uml(l —n1 —ang) — (u-Vny +x1V - (n1Ve))(:, s)ds
0
¢

etAnZo + / e(tfs)A(ugng(l —agni; —ng) — (u-Vng + x2V - (naVe)) (-, s)ds
0

t
etPeg — / e =92 (uVe + (any + Bna)c)(-, s)ds
0
t

e~ tug + / e UIAP((yny + 6ng) Vo — (u - V)u)(-, s)ds
0

donde (€)= y (e7#)s>0 son el Semigrupo del Calor y el Semigrupo de Stokes, respectiva-
mente.
4.3.2. ¢(S)C Sy ® es contractiva

Nuestro objetivo actual serd demostrar que ® mapea a S en S para ciertos valores de R
y T > 0 que especificaremos méas adelante. Ademds, mostraremos que ¢ es una funcién
contractiva.

B(S)C S

Notemos que u - Vny = V - (nju), entonces observe que u- Vny + x1V - (n1Ve) =V - (nju +
x1n1Ve). Denotando por f a la expresién nju + x1n1Ve y aplicando la norma de C°(€),
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tenemos que ® es acotado como sigue:

|@1(n1, n2, ¢, u)(+, 1) || co()

¢
etAnLo + / e(tfs)A(ulnl(l —ny —ang) — V- f)(-,s)ds
0

coQ)

t
= HetA”LOHcO(Q) t H/O "R (uany (1 = ny — arng) — V- f)(-, s)ds

o)

Recordemos que | - [|co(q) = || - | = (0) para cada elemento en C°(€2). Ademas,
k) I Q (47Tt)§ 4t El

Ahora, usando la inmersiéon D((—A + 1)%1) < C9%(Q) para m = 0, p = oo, B € <%, %) y
q € (2,00) en [2.7.16] tenemos que

t
=/ 12 (uany (1 — my — arng) = V- £)(-, 8)|lwo.ce(yds
0

t
/ e(t_S)A(ulnl(l —ny —ang) — V- f)(-,s)ds
0

L(Q)

t
< Co,oo/ I(=A+ 1) eTD2 (yny (1= ny — arng) = V- )+, 8)l| paoy ds.
0
Se toma este valor para (31 para asegurar que

1 1

s—b >0y =fi+—-+1>0,

2 2q
esto para garantizar que 7251 - o0 cuando T — 00, esta observacion serd de vital impor-
tancia mas adelante en la eleccién de R y T > 0 con el fin de que ® mapee a S en S.
Utilizando el segundo item del Teorema se llega a:

t
CO’°°/ I(=A + )22 (i (1= n1 = aina) = V- f)(-8)l| agoyds
0

t (t—s) A (t—s5)
= CO,OO/ I(—A+1)Pre 2 Bez A(uuna(l —ny — an) — V- £)(-, 8)l| pag)ds
0

t t — 5 7ﬁ1
< 6070002/ < 2 )
0
t t — s _Bl
< Co,ooCQ/ ( 5 )
0
t t — s 761
+ 6070002/ ( 5 )
0

= €0,0002(11 + I2).

Note que la integral I se logra acotar usando el tercer item del Teorema [2.7.17] como sigue

e(t;S)A(Mlnl(l —np — a1n2) -V f)(7 3))

ds
La(9)

(t—s)
e TR (i (1= ny — arna)) (- 5)|

ds+
La(Q)

ds
La(Q)

AV ()
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ds

t t_S 7ﬂ1
/0( 2 > L1(0)
Erp—s\ P ft—s\ "
<o [ (37) ("F°) Wl

Recordemos que f =nj - u+ x1n1Ve y utilizando el Teorema [2.8.9] se sigue que

(t—

TV ()]

NI

||f||Lq(Q) < ||n1||Lq(Q)(”UHLq(Q) + X1||VC||Lq(Q))
1
< 1907 ||na [| oo ) (C(2, 2) | A% 20y + X1 llellwrrae))s

para 0 € (3,1).
Con lo anterior, podemos asegurar que existe una constante Ki(R) > 0 tal que

£l Lo 0y < K1 (R).

En consecuencia, tenemos que

bre—s\ M ft—s\ 2 L b g\ A3
04/ ( 5 > < 2 > | £l La(yds < CaKy (R)/ ( 5 > ds
0 0

2%+ﬁ1 1
< C4K{(R) 5 BlTi—ﬁl.

Ahora, estudiamos la integral ;. Utilizando el Lema [2.7.17 y el hecho de que | - |[fa(q) =
| - llwo.aq), existe un Cs > 0 que solo depende de ¢ tal que

/’t t_s _Bl
0 2
t t—S 7&1

<
<a [ (%)

bt — s\ P ft—s -2
<Cs [1m1 (1 —n1 — arne)|| Loy ds

o \ 2 2

t _ —B1—3
= 0506(3)/ <t s) “ds < Cr(R)T P,
0

(t—s)
e 2 A(,ulnl(l —ny — aan))('vS)‘

ds
L91(Q)

(t=s)
ez 2(um(l—ng - a1n2))('73)‘

N

ds
L91(Q)

(—A+1)

para algunos Cg, C7 > 0.
En conclusién tenemos que:

1
Hq)l(nlan27cv u)(‘ﬂt)HCO(Q) < HnLOHL"O(Q) +K1(R)T2 ﬂl?

para alguna constante K1(R) > 0.
Procediendo de manera similar para ®,, sabemos que existen una constante Ks(R) > 0y

B2 € (%, %) especificos tales que

1
[®2(n1, na, ¢, u) () |lco) < [In20llLee(o) + Ka(R)T272.
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Ahora, nos concentraremos en acotar ®3. Notemos que

t
|®5(n1,m2, ¢, u) (-, ) lwr.a) = ||e"co — / IR (uVe + (any + Bna)c)(-, s)ds
0

wha(Q)
t
< ”etACOHWLq(Q) —i—/o He(t_S)A(ch + (any + Bna)c) (-, 8)lwa)ds.

Seleccionamos q1, q2,7,0 € R tales que

2
q(2y—1)+2

Observe que ¢(2y—1)+2 # 0, ya que q2;q2 < % < 7. Ademas, por el Lema [2.7.15| conseguimos
la existencia de constantes C1 4, C7,Cg > 0 tales que

0<

1
<q, =—<y<1, 0<dé<l—v vy

< g9 < q.
9 q2 < q

q1
o1 +1

t
/ 12 (Ve + (an1 + Bnz)e) (-, 8) |wa(q)ds
0

t
< Cl,q/o I(=A+ 1)76(t*3)A(ch + (any + pna)c) (-, )| La (Q)dS

t t - - t—s
< C1,q07/ ( 5 S) He( 2 )A(ch+ (any + Bn2)c)(+, s)|| Lo ()ds
0

Crb—s\Y [t—s\ 0
< (01,,C7C3 5 5 [uVe + (any + Bna)cl| Lo () ds.
0

Aplicando la desigualdad de Cauchy, la desigualdad de Holder y la inclusion existente entre

los espacios LP (ver Teorema [2.4.12] ), conseguimos que existen constantes Rj, Re > 0 para
las cuales se satisface que:

[uVe + (ani + Bnz)el| e (o)
< Ri|lullpeo @ IVell Loy + Rallany + Brel|Le (o) llellLeo)

< Rallull peaoyllellwra) + Rallant + Bnz|| L@ llellwra(q)-

De lo anterior, tenemos que existe una constante Co(R) > 0 tal que

Lrt—s\7 (t—s\°
Cl,qC7CS/ < 5 ) < 5 > |luVe+ (oml + B?’LQ)CHng (Q)ds
0

trt g —y+6
< C1,,C-C5Co(R) / < . ) ds
0

< K3(R)T 7o+,
Asimismo, existe una constante C1y > 0 tal que

@3 (1, m2, ¢,0) () lwraga) < (€20l gy TE3(R)T T < Crollollypn,aqq) +Es(R)T 74
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Nuevamente, se observa que dada la eleccién de § > 0, tenemos que T+ — o cuando
T — oo. Ahora, notemos que

|A°®4(n1,m2, ¢, u) || 120y < 1A% M| 20
t
+/ | A= U= AP((yny + 0ng) Ve — (u- V)u) (-, 5) 12 ds
0

= Jl + JQ.
Observe que por las propiedades del operador de Stokes y dado que el Semigrupo de Stokes
tiene norma de operador idéntica a 1, se sigue que

—tAA6'

Ji = || A% g 2 ) = Il uollz2() < %0 r2()-

Por un lado, definamos ¢ = (yng + dn2)Ve — (u - V)u. Dado que el operador A%e=% ests
acotado por t~? bajo la norma de los operadores lineales y como ||P|| < 1, obtenemos que
1A%~ APEC, )| 2 (@) < (8= 5) P IPEC 9)) 2@
< (t =) ([(vn1 + 0n2) V| 20y + [l (- V)ullp2(0) -

Aqui usamos la siguiente desigualdad ||(yn1+0n2)V | 12(q) < [[(yn1+0m2) || L2(0) IVl Lo () -
Por otro lado, si fijamos n = 2 en el Lema [2.8.3] entonces existird una constante Cy; > 0 tal

(4-2)

que

I(u - V)ull 20y < llulle@) I Vullz2@) < (CrallA%ll 220y + Csllull 2 ()
Ademis, debido a las inclusiones continuas L?(Q) — L®(Q) — D(AY), se garantiza la
existencia de una constante Ci > 0 tal que

(Cill A% 2y + Crallull 2 ())? < Crall A% 72 g
Luego, por y usando la desigualdad previa, conseguimos que
1A%~ C=9APE( )| 2 () < (8= 5) " ([(y1 + na)l| 20 |Vl L= () + Coll A%l g )-
Dado que ¢ € C17(Q), tenemos que V¢ € L°°(9). Asf, existe un K4(R) > 0 tal que

t
/0 | A%~ AP(E (-, )| oy ds < Ka(RYT'.

Por lo tanto,
| A% @4 (n1, o, ¢, u) |l r20) < 1A 0| p2() + Ka(R)T .
Observe que por hipétesis 6 € %, 1), de modo que T'% — 0o cuando T — co. Ahora, por
la Propiedad Arquimediana, existe un Ng € N tal que max{K;: i =1,2,3,4} < Npy
[®@(n1,m2,c,u)|lx < |In1ollcoor)yco@)) + [In20llcoo,r:co@) + Crollcollcoo,rywra))
+ lluollcopo,r); a0y + Np(T2 Pt 4 T3~ f P40+l 4 T120),

De lo anterior, tomando R > 0 suficientemente grande, dependiendo de |[n1 o[ Lo (), [[72,0l| > (02)

Crollellwra), ||A9u0||L2(Q), y un 7' > 0 lo suficientemente pequeno conseguiriamos que en
efecto ®(S5) C S.
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® es contractiva

Ahora vamos a demostrar que ® es una funcién contractiva, para ello veamos que existe un
k € (0,1) tal que dados 21 := (ni,nl,ct,ul), 20 := (n2,n3, c? u?) € S se verifica que

1@ (22) — (21)llx < Kll22 — 21| x-
Estudiando ®; tenemos que
D1 (22) — P1(21)
- /ot IR (1 = nf —arny) — (u' - Vaj +xaV - (n]Ve'))
— (1 =n? —an3) + (u? - Vni +x1V - (n3VeD)) (-, s)ds

t
= [ 93 (h (14 0 D) )
0

t
/0 ! @y (nny = nind) + V- ((nf(u' + xaVeh)) = (ni(u® + xaVe?))) (-, 5)ds
=1 + 1.

Definamos f = ajpu1(nind —n2n3) + V- ((ni(u! + x1Vel)) — (n2(u? 4+ x1Ve?))). Analizando

I5 y usando el primer postulado de (2.7.15]) con n; € (%, %) y g > 2, vemos que existe C7 > 0
tal que

t
Ml ey = H /0 =0 5)ds

L=o(Q)

t
S/O €2 F || oo () (-, 5)ds

t
<o / 1A + 1) eC98F| 10 (- )ds
0

t (tfs)A (tfs)Ai
e / 1A+ 1) T8 T AT Ly (- 5)ds.
0

Empleando los items 1 y 2 del Lema [2.7.15] observamos que existen Cy, C5 > 0 tales que

¢ (=) A (t=5) A= = s\ ) A
Cr [ I+ e AT oy (s < Co [ (55) 1€ A Pl - 5)ds

Lrt—s\ ™™ 1 (=) a—
<o [(57) I 0 T T o).
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Notemos que tomando € = i en 4. del Lema 1’ y utilizando 1. del mismo Lema, podemos
concluir que existe C4 > 0 tal que

1 (t—s) A— 1 (t—s)
I(~A+1)2e 2 AF|lpa) < I(=A+1)Ze 2 (arpi(ning — nind))| Loy

(t—s)
+(—A+1)2e 2 AV - (nh(u! + x1VeY) = (0312 + 1Y) | Lo

NI

(4-3)

t—s\
<Cy <2> (larpa(ning — n%n%)HLq(Q)

+ [|nt (u! + x1Vet) —n? (u? + 1 V) l Lae)-
—_———— —_——
=1 =2
Usando el hecho de que L(Q) < L>®(Q) — D(A?) y la naturaleza del conjunto S, garanti-
zamos la existencia de constantes Cs, C(R) > 0 tal que
laspia (ningy = nind)ll o) = llarp (ning = ning + nin — ninj)llLe)

= lavpa((ny = ni)ny + (ng — n3)nd)l| Lage)

< Cs|Ingllpe(yllnt — nillze () + Cslindllzeo@)lint — nill L)

< Co(R)|[ni — 1| o= (0) + Co(R)|Int — ni| (),

Ini¢1 — nigallLe(q) = In1d1 — nide + nide — nida| L)
< |Ini(¢1 — d2) + d2(ni — nd)l Lo
< Cs(R)||p1 — d2lla() + ld2llLag)lInt — nillLace)-
Observemos que
161 — b2l rag) < [I(u! + x1Ve!) = (W + x1VE?) || e
< Csllut — u?| peaoy + xalle' = llwra@),

g2l Lae) = llv* + X1V || Loy
< Osl|u?|| prasy + x1ll€llwa(e)
< C6(R).
Asi, continuando con la estimativa de al emplear las anteriores desigualdades, consegui-
mos la existencia de una constante C7(R) > 0 tal que

t—s 2
) Ik = n2l ey + I} = 2l

2

1 (t=s) A—
J=A + 12 T8 1o 307(1%)(

+llut = @[ pasy + lle" = ellwrag@)-

Por lo tanto, existe Cg(R) > 0 verificando

t t—g -1 1 (t=s) A— t t— s _%_771
Cy /0 ( ) N + 13 T2 8T ey (- 8)ds < Cr(R)]22 — 21 lx /0 ( ) ds

I~

2 2
1
< C7(R)T5_m ||22 — ZlHX-
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Por consiguiente,
1_
12|l Lo () < Cr(R)T2"M |22 — 21 x- (4-4)

Procedamos a analizar I;. Usando el mismo tratamiento previo tenemos que existen constan-

tes Cs, Cy, Cho, C11(R), C12(R) > 0 tales que
t
[ 11l oo () < /0 €92 ((n] — nd) (L + 0t +n])(, 9)ll e () ds

t (t—s) (t—s)
<Gy / I=A + 1M T2 28 (0] — n2)un (14 02 +n2))(-8) | Loy ds
0

t t— —M (t—s)
<o [(57) 1k (1 )9
0

trt—s\ ™™ (t—s)
<a | ( . ) [(=A + D3 T2 (nd = n)ur(1 402 + 1) 8)lpeyds (45)
0

t t_S 77717%
<ou [ ("57) k-t )0 gy ds

) ) TR -m—3
SCM(R)HTH—”1\\00([0,T];00(Q))/0( 5 ) ds

1_
< Cra(R)T =" [nj — nfllcoo,ryc0 ()
Teniendo en cuenta las desigualdades 1| y 1) y fijando m € (%, %), observamos que

1
[®1(22) — @1(21) [l co(o,r)c000)) < Cra(R)T2™ 22 — 21| x,

para algun Cj3(R) > 0.
De manera similar, dada la similitud entre ®; y ®9, el anterior razonamiento nos permite
encontrar una constante C14(R) > 0 tal que

1_
[®2(22) — P2(21) [ cogo,r)ic00)) < Cra(R)T27 7|22 — 21| x,

para algun 7y € (%, 3).
Ahora, analicemos ®3. Observemos que

t
By(29) — P3(21) = / e IR vel + (ant + Bnd)e) (-, s)ds
0
t
- / et =I2 W2V + (an? + Bn2)c?) (-, s)ds
0

t
:/ e IRVl — V) (., s)ds
0

t
/ =92 (anl + Bub)e — (an? + And)e?) (-, s)ds
0 =M1 =72
=0 + Is.
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Analizando I; y usando el mismo razonamiento realizado en (4-5|), conseguimos estimar [y

para algin 73 € (%, 1)y 6 € (0,1 — n3) como sigue
t
IBlhwiae < [ 1098 Vel = 29E) ) lwragods
0
t
<Cis [ A+ )P IRV TN, )] oo ds
0

t —s —s
2015/ I(—A + 1)7736%A€“27)A(u1v01 _ u2V02)(., 5)||Lq(Q)ds
0 (4-6)

t t— —"n3 s
§C16/ ( 2 S) le =2 (WY = u2Ve) (-, 5) | Loy ds
0

Lt — s (t—s)
<C17/ ( 5 S) I(—A+1)% E A'Ve' = u?VeP) (-, 8)|| Laoyds
0

t oy g\ 0
Scls/ ( 2 ) [(u!'Ve! — “QVCQ)('vS)”L‘?(Q)dS'
0

Luego, teniendo en cuenta que LI(Q) < L®(Q) < D(A?) y la definicién del conjunto S,
existe una constante Cig(R) > 0 verificando

|ulVel — UQVCQHLq(Q) =||ulVe! —uVe! +uVel — u2V02||Lq(Q)
<" = u*)Ve | a) + IV (" = )u?|| oo
<Ci9(R)|[u' —u®||prasy + Cro(R)l|c! = ¢[lwrae-
Usando lo anterior en (4-6)), obtenemos que existe Coo(R) > 0 tal que

111 lwragay < Cao(R)T 07 |ut = u?|| gojo 7. p(a0))

. (4-7)
+ Coo(R)T' 07|t — | co(po.r) ().

Similarmente, para I, garantizamos la existencia de constantes Co1(R), Co2 > 0 que satisfacen

12l Car(R)T' 27| — [l oo,y wraqy)
+ Cor(R)T' 7 |ly1 — y2lleoorry:co(9))
<Cor(R)T 7 |c! — || coo,rywra(e)) (4-8)
+ Coa(R)T' 2 I} — nil| coo.1).c0(0)
+ Coa(R)T" 7 |Ing — n3 | co(po.1):co).

Por las desigualdades (4-7) y (4-8)), podemos tomar una constante Ca3(R) > 0 satisfaciendo

1®5(22) — P3(21) oo, rymwraqay) < Cos(R)T 07|20 — 21| x-
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Procederemos a realizar nuestro andlisis para ®4. Observemos que

Py(22) — Pa(21) = /Ot e IR ((ynf + 5n3) Ve — (u* - V)uP)(-, s)ds

t
— / e_(t_s)A]P’((’m]lL + (5n%)v¢ — (ul . V)ul)(~, s)ds
0

= [ IR 0] )+ 5008 - b))V, i
0

- / C AP Vyu? — (ub - V)ul))(, 5)ds
0

= [ B 0 ) + 6003 b))V )
0

— /t e EDAP((W? - (V(u? —ub)) + (u? —ub) - Vub))(-, s)ds
0
=11 + 5.

Usando en I, el mismo razonamiento que se encuentra en (4-2f), conseguimos que
t
14Tl < [ 1A% B (0 = nd) + 803 = n)) V() s

t
< [ =5ttt =)+ 60 — nd) V() 120y
< CoyT' 10} = nilleooryz=()) + CoaT' "’ |In3 — n3ll oo, ryLoo @)

Haciendo uso del Lema con n = 2 y teniendo en cuenta que L?(Q) — L>®(Q) — D(A?),
garantizamos la existencia de constantes Cos, Cog(R) > 0 tales que

t
|4 I 12 < /0 [ A%~ AP((u? - (V(u® —uh)) + (u® — ') - Vuh)) (., )2 ()ds
t
< / (t— )70l - (V(? — uh) + (u — u') - Vul)) (-, 8)]| 2y ds
t
< / (t — )06 | ooy Cos (1 A% (42 — )| 2 + [ — ] 2y (- )

t
+ / (t— ) lu? — ! ooy Cos (A% [ L2y + [ 2 (- 8)ds

)

< Cos(R)T|lu' = u?|| ooy, (40) -
Por lo tanto,
[@4(22) — a(21) | coqo.r)) < Cor(R)T )22 — 21|
Finalmente conseguimos que
[®(22) — ®(21)||x < (Crs(R)T2™™ + Cra(R)T2™™ + Cos(R)T 07 + Cor(R)T %) |20 — 21| x.

=k(T)
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Ahora, observemos que las constantes C13(R), C14(R), C23(R), Co7(R) > 0 son independientes
de Ty dependen directamente de R. Entonces, eligiendo R tal que ®(S) C S y tomando
T > 0 lo suficientemente pequena (de ser necesario) para que k(T') € (0,1), conseguimos la
contractividad de ® con ®(S) C S. Asi, por el Teorema del Punto Fijo de Banach, podemos
garantizar la existencia de un punto fijo (n1,n2,c,u) € S, obteniendo asi la existencia local
de soluciones en nuestro sistema.

4.3.3. Resultados de regularidad

Por otro lado, para garantizar las condiciones de regularidad citadas en el Lema bastaria
con realizar un razonamiento andlogo al realizado en [32] usando estimativas estdndar de
Schauder con las cuales conseguirfamos la existencia de un « € (0,1) y un Cog > 0 tales que

”nlHC““’l*%(Qx[t,tH]) + Hn2||02+°"1+%(Q><[t,t+1])

+ HC”CQJFO"H%(QX[t,t—i-l}) + HUHC2+°"H%(QX[t,t+1]) < Coyr

para todo t > 0, de lo cual se verifica el resultado de regularidad deseado.

4.4. Soluciones globales Vs Soluciones no acotadas

Consideremos los espacios

Xo=0C" [0, );CO(Q) x C0(Q) x Wh(Q) x D(A%) |,
X, =C"° [ );CO(Q) x CO(Q) x WhH(Q) x D(4Y) |,

Xy =0CY

Observemos que el razonamiento realizado en la Seccién puede ser aplicado a cada X,
siempre que

(n1,ng,c,u) (-, zn) € CY(Q) x CY(Q) x WH(Q) x D(Ae),
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siendo z, el menor numero real del intervalo I,,. Luego, podemos elegir T4, € (0, 00] tal que
(n1,n9,c,u) € S C Xy, donde

Xy = C° ([O,me);cO(Q) % Q) x WH9(Q) x D(A(’)) .
Del anterior analisis tenemos dos posibilidades mutuamente excluyentes:

1. T4 = 00, asegurando soluciones globales en el sistema.

2. Existe una discontinuidad de (n1,n2, ¢, u) en Tpa., de lo cual podemos inferir que

t_}le ([n1 () oo () + [In2(s ) oo (@) + lleC Ollwrr) + [[A7u(-, )] 22(0)) = oo,

max

para todo o € (1,1).

4.5. Positividad de ni,no y ¢

Por la similitud de las ecuaciones 1 y 2 de nuestro sistema , bastard analizar la positividad
de n; y se tendrd de manera andloga la positividad de ng. Para mostrar la positividad de
n1, recordemos que esta funcién puede dividirse en su parte positiva y parte negativa de la
siguiente manera:

ny =n{ —ny, donden] :=mix{0,n1}yn; := —min{0,n}.

Entonces, es claro que n; es no negativa si y solo si n; = 0. Para probar que n; es positiva,
mostraremos primero que ella es no negativa, esto es, n; = 0. Para iniciar, observemos que
la parte negativa de n; satisface la ecuaciéon 1 de nuestro sistema . Multiplicando esta
por n; e integrando esta sobre ) tenemos que

/nl(nl)t+/ nyu-Vny :/ ny Any —Xl/ ny V- (ny Ve)
Q Q Q Q

(4-9)
[ (0= 07 = amma).
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Procedemos a analizar cada término de la anterior ecuacién. Aplicando integracién por partes,
usando la igualdad V - u = 0 y sabiendo que u = 0 en 0f2, tenemos que

/in‘(u-an):/Qulnf(nf)er/ngnf(nf)y

- /Q 0 () — /Q ny (uany)y

ny ((uiny )z + (u2ny )y)

ny ((u1)zny +ui(ng )z + (u2)y)ny +ua(ny)y)

ny (i V-utu-Vny)

S~ S— S — 55—

Entonces,
/ ny (u-Vny)=0. (4-10)
Q
Usando las formulas de Green obtenemos que

/nlAnl :—/ IVni |2 (4-11)
Q Q

1

Por otro lado, usando integracién por partes y la desigualdad de Cauchy con € = 1 se sigue
que existe un C7 > 0 tal que
[ V-V = =i [ arlngeds + (e,
x| (7 )ees + (07
:xl/anan -Ve (4-12)

g/ |Vn1_|2—l-X1/ Iy Ve|?
Q 4 Jo

S/ |Vn;\2+01/(n;>2-
Q Q

Reemplazando (4-10), (4-11)), (4-12) en (4-9) y teniendo en cuenta %(nfﬁ =2n;(n] )t y
0,n1 = 0, podemos conseguir un Cy > 0 que satisface

;i/g(n;)Z SCl/Q(nI)2+u1/Q(nI)2(1—nI — a1ny)

<¢ /Q (n7)? + |1 — 7 — arnalleo oo /Q (ny)?

<C /Q(”I)Q'
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despejando conseguimos finalmente que

& Lo <ac [ @iy,

Ahora, sabemos que n; (0) = 0 y aplicando la Desigualdad de Gronwall sobre la anterior

JaE ( / (n;<0)>2> (20t

Por lo tanto, n; = 0 c.t.p., y como n] es continua, concluimos que n; = 0 en Q2 x [0, 7] como

expresion, vemos que

se querfa. Por similitud, n, =0 en Q x [0, 7.
Teniendo en cuenta que la parte negativa de la funcion c satisface la tercer ecuacion del
sistema (4-1)), entonces procedemos a multiplicar por ¢~ e integrar sobre € consiguiendo que

/ ¢ ()t +/ cu-Ve = / ¢ AcT — / (any + Bng)(c7)2. (4-13)
Q Q Q Q
Haciendo uso de la integracién por partes, el hecho de que u =0 en 002 y V- u = 0, tenemos
/ cu-Veo = / uie” (¢ )g —I—/ ugc (€7 )y
Q Q Q
=— / (urc )z — / (ugc™ )yc™
Q Q

= —/ ¢ ((ue )z + (u2e™)y)
Q

que

_— / ¢ (()ee™ + ur(c o + (uz)ye +uz(c)y)
Q

:—/c_(c_v-u—i-ch_)
Q

:—/C_u-Vc_
0
/c_u-Vc_—O
Q

Reemplazando lo anterior en 1) teniendo en cuenta que %(c*)2 = 2¢ (¢7); y usando
integracién por partes, obtenemos

s L= [ eae = [ an+ gua)(ep?

< /Q Ve 2 + flams + Bralloogo.zionga) /Q ()

=Cs
< C'3/Q(C)2-

De lo cual se concluye que
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Por lo tanto,
d _ 2 —
—\C SQCg/ & 2.
Z() (@)

Aplicando la Desigualdad de Gronwall en la anterior expresiéon y teniendo en cuenta que

/Q (c)2 < ¢2Cs /Q (c=(0)) = 0.

Dado que ¢~ es continua, podemos concluir que ¢~ = 0 y, asi, ¢ es una funcién no negativa
en Q x [0,T].

Finalmente, una vez mostrado que las funciones ni, ns y ¢ son no negativas, veremos a

¢ (0) = 0, tenemos que

continuamos por qué ellas son positivas. Basta demostrar que c es positiva, ya que el razona-
miento que se usa puede ser aplicado a las funciones ny y ny. Para comenzar con este anélisis,
observemos que de la tercera ecuacién del sistema (4-1]), tenemos que

Ac—c—u-Ve— (ang + Bna)c = 0.

:=Lc

Notemos que L es un operador uniformemente parabdlico y que Lc < 0. Definamos M :=

fr(lf }c. Como ¢ > 0, entonces M > 0. Luego, realizando un razonamiento por casos, con-
Qx(0,T

cluimos que:

= Si M > 0, entonces de inmediato ¢ > M > 0, cumpliéndose la positividad.
= Si M = 0, entonces, partiendo nuevamente por casos,

1. Si ¢ > M en todo €2 x (0,7, entonces ¢ > 0.

2. Si ¢ = M en cierto punto (xo,tp) € 2 x (0,7], entonces por el principio fuerte
del minimo para operadores parabdlicos tendremos que ¢ = M en todo € x [0, ¢o].
Por lo tanto, ¢cg = M, pero ¢y > 0 lo cual es una contradicciéon. Por consiguiente,
c>0.

En conclusién, ¢ es positiva. De forma andloga, nq y no son positivas.

4.6. Unicidad de la solucién

En esta parte, mostraremos que el sistema en cuestién tiene una tnica solucion a través de un
argumento de contradiccién. Para ello, sean (n1,ne, c,u, P) y (f1,ne, ¢, f’) dos soluciones
del sistema , y definamos

Ny :=ny —na,

N2 =N — ﬁQ,
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De la primera ecuacién del sistema (4-1)) tenemos que

(n1)e +u-Vny = AnyxaV - (m1Ve) + pini(1 —ny — aing),
(M)¢ + 0 - Vg = Anix1V - (1 VeE) + pini (1 — 1y — arng).

Restando las anteriores ecuaciones conseguimos
(M)t+u-Vny —u-Vig =A(N1): —x1V - (miVe—mVe)
+ pa[(n1 — ) — (nf — 1i1%) — a1 (ning — Ryg)).
Observemos que

u-Vni—u-Vig=u-Vni —ua-Vny+ua-Vny —a-Vng

=W -Vni +4-VNy.
Reescribiendo el segundo término al lado derecho de la ecuacién (4-14) tenemos que

x1V - (mVe —n1Vé) = 1V - (niVe — Ve +ni1Ve — i Veé)
=x1V:(N1Ve) +x1V - (m VK).
Analizando el ultimo término al lado derecho de la ecuacién (4-14) vemos que
pil(ny — ) — (nf —101%) — ar(nang — fniz)]
= /“Nl — ul(nlNl + ﬁlNl) — al(nlNg + 'fLQNl)

= i Ni(1 —ny — g — arng) — aiping Na.

Reemplazando (4-15)), (4-16) y (4-17) en (4-14)), llegamos a la igualdad

(Nl)t + W V’I’L1 + U - VNl = ANl — le . (N1VC) - le . (’fZ1VK)
+ M1N1(1 —ny — le — alflg) — alulmNg.

Luego, multiplicamos la ecuacién (4-18|) por Nj e integramos sobre (2 para obtener

/Nl(Nl)t—i-/NlW-vnl—i-/Nl(’ll'VNl):/NlANl—Xl/N1V'(N1VC)
Q Q Q Q Q

Xl/va-(ﬁ1VK)+p1/N12(1n1ﬁlalﬁg)alul/NlnlNg.
Q Q Q

(4-14)

(4-15)

(4-16)

(4-17)

(4-18)

(4-19)
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A continuacién analizaremos algunos términos de la ecuacién (4-19). Usando integracion por
partes y observando que W =0 en 02 y V- W = 0 podemos concluir que

/N1W~Vn1:/Nl[Wl(nl)erWQ(nl)y]
Q
/N1W1 ni)e /N1W2 n1)y
- /(NIWI)znl /(N1W2)yn1
! ¢ (4-20)
- —/ nlv- (N1W)
Q
—/n1[VN1-W+N1V~W]
Q

——/TLlVNl-W
Q

Por otro lado, notemos que al usar integracién por partes varios términos de la ecuacién
(4-19) son reescritos como sigue

/Nl(ﬂ-VNl) =0, (4-21)
Q
/NlANl :—/ VN2, (4-22)
Q Q
/ XINIV . <N1VC) = _Xl/ N1VN1 . VC, (4—23)
Q Q
/ 1MV - (M VK) = —x1 / 711 VN7 - VK. (4-24)
Q Q

De (4-23)), (4-24) y aplicando la desigualdad de Cauchy, obtenemos la desigualdad

Xl/va-(vac)—i-Xl/N1V'<ﬁ1VK):X1/N1VN1-VC+fL1VN1-VK
Q Q Q

1 1 R
le ( / |VN1’2 + 2X1 / |N1VC|2> + X1 < / |VN1|2 + 2)(1 / ]n1VK|2> .
8x1 Ja Q 8x1 Q

Haciendo uso de la desigualdad previa y las propiedades de regularidad para c y n, garanti-
zamos la existencia de constantes C7,Cy > 0 que satisfacen

1
Xl/ N1V - (N1Ve) +X1/ NV - (mVK) < / VN, 2 +C1/ N +C2/ VK.
Q Q 4 Jo Q Q
(4-25)
Por otro lado, observemos que de la regularidad de ni, nq y ng existe C3 > 0 verificando

/ ,U1N12(1 —nyp — le — alﬁz) S Cg/ N12 (4—26)
Q Q
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Y utilizando la regularidad de n; junto con la desigualdad de Young conseguimos una cons-
tante Cy > 0 tal que

—al,ul/ n1N1 Ny < al,ul/ |n1N1N2| < Cy (/ N12 +/ N22> . (4—27)
Q Q Q Q

Teniendo en cuenta que £N7 = 2Ni(N;); y reemplazando (4-20), (4-21)), (4-22)), (4-25),
(4-26) y (4-27) en (4-19), vemos que

1d 1
/N12</n1VN1-W—/ ]VN1\2+/ |VN1]2+C’1/N12
2dt Jo 0 0 4 Jo Q

+Cg/|VK]2+C’3/N12+C’4/N12+C4/N22.
Q Q Q Q

Ademads, notemos que existe C5 > 0 satisfaciendo

(4-28)

1
/nlvm.wg/ VN[ W] < 4/ |VN1|2+C5/ W
Q Q Q Q

Entonces, reemplazando lo anterior en (4-28)) y despejando tenemos que existe una constante
Cs > 0 tal que

d
/Nfg—/ VN1 + Cs (/ N12+/N22+/ \W\2+/ \VKP). (4-29)
dt Jo Q 0 0 Q Q

Usando un razonamiento similar en la segunda ecuacién del sistema (4-1f), podemos afirmar
que existe C7 > 0 verificando la desigualdad

d/Ngg/ IVN|? + C (/ N12+/N22+/ |W|2+/ \VK|2>. (4-30)
dt Jo Q Q Q Q Q

De la tercera ecuacién de nuestro sistema tenemos que
¢t +u-Ve=Ac— (ani + Bna)c,
¢+ u-Vé=Aé¢— (any + png)é.
Restando ambas ecuaciones conseguimos
Ki+u-Ve—4-Vé=AK — ((ang + fng)c — (ang + Bng)é). (4-31)

Observemos que
u-Ve—u-Vé=u-Ve—u-Vé+u-Vé—u-Veé
=u-VK+Ve-W.

Por otro lado,
(04111 + Bng)c - (Oéﬁl + BﬁQ)é :(am + ﬁ?”LQ)C — (04721 + ﬂnz)é
+ (am + an)é — (Oth + ﬁﬁg)é
=(any + Bng) K — ¢(aNy + BN2).
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Reemplazando las dos tltimas igualdades en (4-31]) tenemos que
Ki4+u-VK+Ve-W=AK — ((om1 + ﬁ’l’Lg)K — (0le + ﬁNg)é) (4—32)

Multiplicando por K e integrando sobre {2 vemos que

/QKKt+/QK(u~VK)—i—/QKVé-W—/QKAK—/Q((am—i—ﬁng)Kz

(4-33)
- /Q K(aN: + AN3)E).

Usando razonamientos andlogos a los expuestos en el estudio de la primera ecuacion del
sistema (4-1)) notamos que existen constantes Cg, Cy > 0 tales que

/Ku~VK—0,
Q

/KW Vc——/éW VK,

/KAK_ /|VK\2

—/(am—i—ﬁng)KQ §/](ocn1+ﬂn2)K2| SC’g/K2,
Q Q Q

Q Q Q Q Q

Entonces,

/K2 /cW-VK—/ yVK|2+CS/K2+Cg/ \N1K|+Cg/ INoK|.  (4-34)
th Q Q Q Q

Ademas, podemos acotar el primer término del lado derecho de la desigualdad anterior como

1
/éW-VKg/ yéW||VK|§Cw/ |W|2+/ VK2,
Q 0 Q 2 Ja

para alguna constante Cp > 0. Usando la desigualdad de Young en (4-34)), reemplazando lo
anterior y despejando conseguimos una constante C'1; > 0 que satisface la desigualdad

d/KQS—/]VK\ZJrCn(/N12+/N22+/K2+/\W|2>. (4-35)
dt Jo Q 0 0 Q Q

Ahora, de la cuarta ecuaciéon del sistema (4-1)) tenemos que

sigue

u 4+ (u-V)u = Au+ VP + (yn1 + dn2)Ve
Gy + (4 V)i = At + VP + (v + 6h2) V.
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Restando las anteriores ecuaciones obtenemos la igualdad
Wi+ (u-Viu—(a-Va) =AW + VR + (yNy + IN2)Vé. (4-36)
Analizando los dos ltimos términos de la izquierda de la ecuacién (4-36]) vemos que

(u-V)u—(a-Vi) = (u1 D1 + ugDa)u — (1. D1 + G2 D2)u
= (u1 D1 — w1 D1u) + (ugDau — Gg Dati)
= (u1D1u — 41 Dyu + 41 Dyu — 41 D14)
+ (ugDau — G Dou + tig Dou — 1o Doti)
=W -Vu+ (a-V)W.

Aplicando W- a la ecuacién (4-36)) e integrando sobre € obtenemos la igualdad

/QW-W,:—F/QW'(u‘V)u—/QW(a-Vﬂ):/QW-AW—F/QW‘VR

(4-37)
+/ w - ("}/Nl + (5N2)V¢
Q

Observemos que usando integracién por partes y teniendo en cuenta que W = 0 en 000 y
V - W =0, podemos concluir que
/QW- (W - V)u :/QW (W1 Dyu + WaDyu)
:/WlW-D1u+/W2W-D2u
/W1 Wi (ur)e + Wa(ua), /W2 Wi (u1)y + Wa(uz),)

- [ovi

w1+ (WiWa)gug + (WaWi)yus 4+ (Wa)us

)
_ / o0 WD)z + (Wa2W1),, (4-38)
o \(WiWa), + (W3),
_ / w. [ Wi W)z + Wi((Wh)z + (Wa)y) + Wa(Wh),
o  \Wi(W2)e + Wa((Wh)a + (W2)y) + Wa(W2),
:_/ " Wi (Wh)z + Wa(Wh)y
Q W1 (Wa), + Wo(Wa),y
— [ oW w),
Q

Utilizando un razonamiento similar al previo, notamos que

/ W (i V)W =— / W (VW - ). (4-39)
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Por las formulas de Green tenemos

/W'AW_/WI'AW1+W2AW2
Q Q

:—/ |VW1|2—/ V2 (4-40)
Q Q

=— / VW .
Q

Haciendo uso de la integracién por partes, observamos que

/W-VR:/Wle+/W2Ry:—/RV-W:0. (4-41)
Q Q Q Q

Integrando por partes obtenemos

[ W+ 080 Vo = [ N (Wis + Was,)
@ =N* °

_ /Q((N*Wl)x + (N*Wa)y)o

_ / (NIW3 + N*(Wh), + N2Ws + N*(Wa),)é
0 (4-42)

== [+ () + W N
:_/W-VN*gb

Q
:—/7¢W-VN1—/5¢W'VN1

Q Q

Reemplazando (4-38)), (4-39), (4-40), (4-41)) y (4-42|) en (4-36|), llegamos a la desigualdad

1d/W\QS/W-(VW-a)Jr/u-(VW-W)

—/ |VW|2—/7¢W-VN1—/5¢>W-VN1.
Q Q Q

Observamos que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Cauchy con e,

(4-43)

existe una constante C1o > 0 satisfaciendo la desigualdad

1
/W-(vw-a)g/ \WHVWH&]gCu/ ywm/ VW
Q Q Q 4 Ja

Asi, por un razonamiento similar al previo y por la desigualdad de Young aplicada en (4-43)),
conseguimos una constante C13 > 0 tal que

d
/ W2 < —/ VW |2 + C13 </ |VN1|2+/ \VN2|2+/ \W|2>. (4-44)
dt Jo Q Q Q Q

En resumen, recopilando las desigualdades (4-29)), (4-30)), (4-35]) y (4-44]), sabemos que existen
constantes Cg, C7,C11,C13 > 0 tales que
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d

1. /Nfg—/\vz\f1|2+06 </N12+/N22+/]W]2+/|VK\2>,
dt Jo Q Q Q Q Q
d

2 /Ng__/|VN2|2+07</N§+/N22+/|W|2+/|w<|2>,
dt Jq Q Q Q Q Q
d

3. /K2§—/NK|2+011 (/N12+/N22+/K2+/|W|2),
dt Jo Q Q Q Q Q

d
L / W2 < iy (/ \VN1]2+/ \VN2]2+/ \WE).
dt Jo Q Q Q

Ahora, definimos
y(t) ::/N12+/N22+/K2+/]W]2.
Q Q Q Q

Entonces, a partir de las desigualdades listadas anteriormente, podemos inferir la existencia
de una constante C14 > 0 tal que

y'(t) < Cray(t).
Aplicando la desigualdad de Gronwall y usando el hecho de que N;(0), N2(0), K(0), W(0) =
0, concluimos que N; = Ny = K = W = 0. Esto ultimo demuestra la unicidad de las
componentes ni, ng, ¢ y u de la solucién al sistema . Ademsds, por la cuarta ecuacion
del sistema y la unicidad de las componentes ni, no, ¢ y u, vemos que VP = VP. De
lo anterior, concluimos que, exceptuando suma con constantes, P es Unico.

4.7. Acotamiento

Vamos a demostrar el Teorema para ello vamos a probar algunos lemas previos :

Lema 4.7.1. Existen constantes C'7 > 0 y Cg > 0 tales que la solucién de satisface que:

/ ni(-,t) < Cy para cada t € (0, Thnaz)-

Q

Ademas,

t+1

/ / nzz < Cg para todo t € (0, Tynazw — T),
t Q

para i = 1,2, donde 7 := min{1, : Tynaz }-

Demostracion:
Observemos que por las férmulas de Green:

/ Am = 8vn1dS = 0,
Q o0
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ya que, por nuestros valores iniciales, d,n1 = 0.
Por otro lado, aplicando integracién por partes, usando V - u = 0 y teniendo en cuenta que
ny se anula en 952, conseguimos la igualdad

/U-anz—/nlv-uzo.
Q Q

Ademads, utilizando nuevamente las férmulas de Green y teniendo en cuenta que, por las
condiciones iniciales 9,n1 = 0 entonces

/ V- (TL1VC) = / (n1)$1c$1 + nlcwlﬂh + (nl)mcm + N1Croay
Q Q

Q Q

= Oynic dS = 0.
N

Observemos que de la primera ecuacién de nuestro sistema tenemos que:
d
! +u-Vny =An; — x1V - (mVe) + pini (1 — n1p — ajng) en (0, Thnaz-

Integrando la anterior expresién conseguimos que

d
dt/ ny = / pini(l —ny —aing) = Nl/ ny — ,ul/ n% — ulal/ NN (4-45)
Q Q Q Q Q

para cada t € (0, Tjnae). Ahora, recordando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, obtenemos

1 1
3 3
(o) 1< bl ooy < [ o< ([ 22)" ([ n2)
Q Q Q
2
@(/m) < </12> </n%>:\m/n%
Q Q Q Q
De la ultima desigualdad, podemos ver que

S o

Ademads, como n1,ny son positivas, llegamos a que / ning > 0, para cada t € (0, Tz )-
Q

Definamos ahora la funcién y(t) := / ni(-,t) y notemos que de 4-45
Q

y'(t) = py(t) — ,Ul/ ni — Mlal/ nina < py(t) — 1Ly t)?
Q Q 18]

De lo que se concluye que ¢/ (t) < pu1y(t) — ﬁy(t)?

Sea ¢g(t) = méx { / n1,0, || ¢, razonando por casos y usando el criterio de comparacién de
Q

EDO expuesto en el Lema se sigue que
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1. Sig(t) = |9, claramente ¢'(t) = 0. Para cada t > 0, definamos la funcién
1
B1(y(0),6) = pay(t) = ()

Observar que ¢1(g(t),t) =0 = g'(t).
Como estamos asumiendo que g(t) = |2, entonces se tiene que y(0) < ¢(0) y, asi,
y(t) < g(t), para cada t > 0.

1
2. Sig(t) = / n1,0, defina la constante ¢ := </ nl,(]) (1 — / n1,0> y
Q Q Q[ Jo

P2(y(t),t) = my(t) — ﬁy(t)2 —c

Como se estd asumiendo que / niop > ||, entonces ¢ < 0y, por lo tanto, —ct > 0,
Q

para cada t > 0. Notemos que

Por la hipdtesis de este subcaso, se tiene que g(0) = || > / ni,0 = y(0) —c-0. De ahi,
Q
concluimos que y(t) < y(t) — ct < g(t).

De esta manera, mostramos que, para cada t > 0, tenemos la siguiente desigualdad

y(t) < mzix{/ﬂnw, |Q|}.

Observar que n19 € C(Q2) y Q es un conjunto acotado, entonces por el Teorema de Heine-

Borel tenemos que np o es una funcién acotada.
Ahora, observemos que de la igualdad (4-45|) tenemos la desigualdad

1 d

2

nﬁ/n-,t— n(-,t).
/lezl(>ﬂ1dtﬂ()

Ahora fije 7 = min{1, %Tmm}, tome ¢ € (0, Tjnar —T), y tenga en cuenta que existe un C7 > 0

tal que acota a / ni(-,t) en t € (0, Tynaz) por lo demostrado previamente, notemos que:

Q
t+71 t+7 1 t+7d
n2</ /no,t—/ /n-,t
/t/Ql_t Ql()mtdtle()
1

1
§C7T—/nl(-,t+7)+/n1(',t)§C7(T+1),
m1 Jo m1 Jo
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con lo cual se conseguiria la tltima desigualdad. Para el caso ng se hace un razonamiento
anélogo. |

Lema 4.7.2. Existe una constante Cg > 0 tal que

lle( D)l Lo (o) < Co

, para todo t € (0, Tinas). Ademds, el mapeo ¢ = [|c(+, 1) || L (q) es no creciente en (0, 00). Mas
aln, existe una constante Cig > 0 tal que

Tmaz
/ / ]Vc]z S ClO-
0 Q

Observemos que de nuestro modelo (4-1]) en la ecuacion 3 tenemos que:

Demostracion:

¢t +u-Ve=Ac— (any + fng)ec.

Tome p > 1, multiplicando la anterior ecuacién por ¢?~! e integrando sobre €2, conseguimos
la siguiente igualdad

/cp_lct—i—/cp_lu-Vc:/cp_lAc—/(anl—i-Bng)cp.
0 0 0 0

Notemos que %cp = pcP~Ley, luego P ey = %%cp y, asi, reemplazando en la anterior igualdad

llegamos a
1d
-— [ = —/ - Vc—i—/ cp_lAc—/(oml + fng)cP. (4-46)
pdt Jo ) Q Q

Estimemos la primera integral del lado derecho de la anterior igualdad. Para ello, notemos

que

/ Py Ve = / Pl urey —I—/ Cp_IUQCy =1 + Is.
Q Q Q

Usando integracién por partes y el hecho de que u = 0 en 92, reescribimos I e Iy como sigue

h=-b [ @y ==} [ @),
Q Q

Entonces, I1 + 1> = —% / PV - uy asi, reemplazando en [4-46|obtenemos la siguiente igualdad
Q
1d 1
—— [ P=] FV-u+ | T Ac— [ (ang + Bng)cP. (4-47)
pdt Jo Q 0 Q
De la anterior ecuacién, vamos a analizar la expresion / 1 Ac. En detalle, esta expresion,
Q

podemos escribirla como sigue
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/Qcp1Ac—/ﬂcp1(cx)x+/ﬂcp1(cy)y.

Usando integracién por partes podemos concluir que

/C’”(cx)m = —/ Cz(Cpl)x-i-/ P teyv1dS,
Q Q oN
/cpl(cy)y = —/ cy(P )y + [ ey vadS.
Q Q oN

Haciendo uso de la definicién de derivada exterior, vemos que v-Dc = J,¢ y, por las condiciones

del problema, sabemos que 9,c = 0 en 02, para todo ¢t > 0. Por lo tanto,

P leyvdS + CP_ICyUQdS = / . DedS = P 19,e dS = 0.
0N oN

o0 o0N

En conclusion,

/Qcp_lAc:/ch(cp_l)x/Qcy(cp_l)y:(p1)/96”_2|VC|2.

Reemplazando en [4-47] la anterior igualdad conseguimos que:

1d 1
—— cp:/cpv-u— —1/cp2V02—/om+ n9)cP.
L= (=1 [ Ve = [ (ami +6na)

Teniendo en cuenta que V - u = 0 en 2, para todo t > 0, que a y B son constantes positivas
y que n1, no y ¢ son funciones positivas, tenemos que

1d
—— [ < - —1/cp—2v02<0.
[ [@vep <

Con lo cual se concluye que la funcién ¢ — ||c(-,)|[ () es un mapeo decreciente, luego para
cada ta > t1 > 0 se tiene que |lc(-, t2)||zr(q) < [lc(-;t1) | zr(q)- Asi, para cada t > 0, obtenemos
que

leCs Dllzr) < lleo()llze ) = Co.

Al ser p arbitrario, conseguirfamos (4.7.2)).
Por otro lado, observemos que si tomamos p = 2 en (|4.7]) conseguiriamos que

1d
5@ C2 S / |VC|2.
Q Q
Integrando sobre (0,t) en la anterior desigualdad y usando el Teorema Fundamental del
¢ 1
| [wee <5 ([ &-een)
1

Dado que t € (0, Tinqae) fue arbitrario, (4.7.2)) es verdadera como queriamos. [

Calculo, vemos que
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Lema 4.7.3. Existe una constante C'1; > 0 satisfaciendo
u(-,t)|l2(@) < C11, para todo t € (0, Tinaa)-

Ademds, para todo t € (0, Tinez — 7),

t+1 t+7
/ / |Vu|> < Cpy y / / lul* < Ci1,
¢ Q t Q

donde 7 = min{1, %Tmam}.

Demostracién:
Tomando n = yn1 + dngo y g = 0, observamos que al multiplicar por u e integrar toda la

ecuacién 4 de4-1} obtenemos que el término / u-V P se anula. En efecto, usando integracion
Q

por partes, el hecho de que u = 0 en 0 y V-u = 0, tenemos que / u-VP = —/ PV-u=0.
Q
Por lo anterior, podemos usar el mismo razonamiento que se encuentra en el Lema 3.4 de [9]

para obtener la existencia de constantes Cy,Co > 0 tales que, para y(t / lu(-, \2 con

t € [0, Tz ), verifican
—i—/ |Vu|? + Cry(t) < h(t), para cada t € (0, Taz),
Q

donde
h(t) := Cy /Q (yn1 + 5712)2(-, t).

Por otro lado, podemos ver

(’}/2712 — (52n1)2 >0& 'an% + (52 2> 2y6ning

& 2t 4203 4 6203 4 62n3 > 4% + 2vning + 6°n3

& (P4 8%t 4+ (v +8%)n3 > (yn1 + ong)?
& (V2 +6%)(nf +n3) > (v + dna)”.

Asi,
h(t) < Cz/(’y2 +6%)(n] 4+ n3) < Co(v* + 6%) (/ ni(-,t) —i—/ n%(,t))
Q Q Q
Por el Lema [4.7.1] existe C's > 0 tal que
t+T1
/ h(s)ds < Cy(v* 4+ 6%)(Cs + Cg) = C3 .
t
Usando el Lema conseguimos que, para cada t € (0, Tyez),

, Co
||u(‘,t)\|%2(ﬂ) = y(t) < max {/Q \u0]2 + C3, Cir + 2C5, }
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consiguiéndose asi la primera parte de nuestro lema.
Ahora, vamos a demostrar la segunda parte de este lema. Para ello, observemos que, por el
Teorema Fundamental del Calculo, tenemos la siguiente igualdad

t+1
/ y'(s)ds = y(t + 1) — y(t), donde 7 = min{1, } Trnas}-
¢

t+7 t+71 t+7 t+71
4 / / Vul? < / y(t) + / / IVl + €y / y(s)ds
t Q t t Q t

t+1
§/ h(s)ds
t
t+7
= Cg/ / (yny 4 6ng2)?(-, s)ds.
t Q

De ahi que obtenemos la siguiente desigualdad

t+7 t+r
/ / (Vul? < y(t) + 02/ / (yn1 4 on2)?(-, s)ds.
t Q t Q

Observemos que, para cada s € (¢,t + 1),

[ emit 620 =2 [ ndtes)+8 [ )+ 296 [ mma.s).

Por la desigualdad de Holder, tenemos que

[ nates) < (/Qnﬂ-,s)f </ﬂn<>) .

Sabemos por ) v por la primera parte de este lema que existen constantes Cg, C11 > 0

Entonces,

tales que, para cada t € (0, Tas — 7),

t+1 t+1 t+7
/ / nl )+ (52/ / n2 )+ 275/ / nina(-,s) < v2Cs 4 62Cy + v6Cy
— [ JuC 0P <t
Q

t+7
/ / |Vul? < C3 + Co(72Cs + 62Cg 4+ v0C5),
t Q

Por lo anterior, conseguiriamos que

con lo cual tendriamos la segunda desigualdad de nuestro lema.

Ahora, vamos a demostrar la tltima desigualdad. Por la férmula de interpolacion de Gagliardo-
Nirenberg, tenemos que existe un Cy > 0 tal que
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1
1 1 1
([ 1u00) =l < CUlVat Ol gyl Ol

Luego,

/Q [u( DI < Call Pt )2y (D2

Notemos que por todo lo anteriormente demostrado, para cada t € (0, T}4,) podemos acotar
IVu(, )2y v [lul t)H%Q(Q)' Por lo tanto, existe una constante C5 > 0 tal que

t+1
/ / ]u(-,3)|4d3 < Cs, Vte(0,Tmo—T).
t Q

Lema 4.7.4. Existe una constante C1o > 0 tal que

[Vu(-,t)[[L2(q) < Crz, para todo t € (0, Tinaz)-

Demostracién:

Primero, observemos que V - uy = (ut)z + (ut)y = [tz + uylt = (V- u)¢ = 0, lo cual implica
de manera directa que P(u;) = uy, y recordemos que, por la definicién del operador de Stokes,
P(Au) = —Au. Ademads, por el Lema tenemos que P(VP) = 0. Entonces, teniendo en
cuenta todas las igualdades previas, aplicando el Proyector de Leray en la cuarta ecuacién
de y multiplicando lo resultante por Au, obtenemos

(Au)u; 4+ (Au)? = —=P((u - V)u)Au + (YP(ny Vo) Au + 6P (na Vo)) Au.

Por el primer postulado del Lema [2.8.8 por el Lema usando integracién por partes,
teniendo en cuenta que el coeficiente de viscosidad es v = 1 y que u = 0 en 952, conseguimos
que

d, 1 d d
%HAQUH%%Q) = %HVUH%%Q) ~a <||(U1)a:H%2(Q) + ||(U1)y”%2(9) + ||(U2)z||%2(9) + H(Uz)y||%2(9))

= 2/ ((un)e[(u)dle + (w1)y[(ur)ily + (ua)el(u2)lz + (u2)y[(u2)ily)
Q

= —2/ () za (ua)e + (u1)yy(u1)e + (u2)za(u2)e + (u2)yy(ua)t
Q

_ /Q (—A)uy = /Q (Au)us.
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Luego, integrando en teniendo en cuenta que el proyector de Helmholtz-Leray es acotado
por el Lema y usando la desigualdad de Holder, observamos que

3 [ 1Al + [ 1auf
_ /Q P((u - V)u)Au + / P(mVe)Au + 6 / P(nsVe) Au
e w2+ (3 [ [vEmva 5t 45 [ |asmve 2

e
<3 / AuP+ [ (- V)l 7 / mvef +5 | o

<2 [ a1+ 1960y (22 [ 1+ [ al?).

Usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, (4.7.3)) y la desigualdad de Hélder, tenemos
que existen constantes C; > 0, Cy > 0y C3 > 0 tales que

/ (- VYl < / el e [V
Q Q

= HUH%OO(Q)HVUH%Q(Q)

<

)

< C1|Aul 2y lull L2 IVl 22
< Co|Aul| 2 () | Vull 720

1 1
. 1 1
([ o)’
Q2 Q
< 1/ \Au|2+cg/ V.
4 Jo Q

Como ¢ € C117, entonces existe un K > 0 tal que [|Vo|| () < [|@]lcr4n(q) < K. Asi, por el
Lema teniendo en cuenta las desigualdades previas y por (4.7), notamos que para cada

t € (0, Tax)
/yvu\2<cg/\wy?+03[ /n%+52/ng].

Definamos hq(t) := Cg/ |Vu(-,t)|? y ha(t) = Cs [72/ n? + 52/ ng] Por el Lema 4.7.1|y
Q Q Q

Lemam existen Cy, C5 > 0 tales que, para cada t € (0, T4x —7), llegamos a las siguientes

desigualdades

t+7
/ hi(s)ds < Cu,
t

t+T1
/ hg(S)dS S 05.
t

Usando el razonamiento presentado en (4.7)) mostramos el resultado. |
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Lema 4.7.5. Existe una constante Cq3 > 0 tal que
IVe(, )]l 2y < Cis, para cada t € (0, Trnaz)-

Ademas,

t+1
/ / |Ac|* < Ci3, para cada t € (0, Typae — 7),
t Q
donde 7 = min{1, %Tmm}.

Demostracion:

Aplicando integracién por partes y usando el hecho de que 0, ¢ = 0, observamos que

/(Ac)ct—/cmct—i—cyyct— <—/cx(ct)w+/ cxctyx>+<—/cy(ct)y+/ cyctyy> -
Q Q Q a0 Q a0

1d
=— Vel? + / cvDe,
/Q2dt| | o0

obteniendo lo siguiente

_ 2
/Q( = 2dt/|Vc /a c0yc = 2dt/Vc|

De nuestro sistema (4-1|) sabemos que
¢t +u-Ve=Ac— (any + fng)ec.

Multiplicando cada miembro de la igualdad previa por —Ac e integrando sobre €2, conseguimos
la expresién

/ Ve|® + / |Ac|? = / any —i—Bng)cAc—i—/ (u-Ve)Ac.
2dt Q
De la desigualdad de Schwarz, tenemos que (ani + 8ng)? < (a? + 82)(n? 4+ n2). Por lo tanto,

lany + BnalcAc < [(a? + ) (nf + nj)] 3 cAc= [ﬁ(az +B2)2(n? + n%)%c} [\%Ac}.

Aplicando la desigualdad de Young sobre la anterior expresién, observamos que

[\[(a + 52)%(711 + nQ)% } [%AC] < % [\/§(a2 + 52)%(71% + n%)%cr + % [%Acr
< (@®+ B*)(nf +n3)c* + (Ac)

< (® + B%)(n} + n3)lcoll7~ () + Z(AC)Q-

Aqui, notamos que la dltima desigualdad de la cadena de desigualdades anterior es obtenida
gracias al Lema y a la desigualdad
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(1) < e, )2y < llcol2ry
Utilizando todo lo anterior, mostramos que
| (o + Brajee < (@2 + Pl [ (0 08+ [ (A
Ahora, de la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg sabemos que
1Vell sy < ConllAlZa g I Vell ey

Usando la desigualdad de Hoélder y la consecuencia previa de la desigualdad de Gagliardo-
Nirenberg, vemos que

[ 900 < fullsgo Vel sy [ Acl 20
1 1
< lullzsi ( Con el Vel ) 19l

3 1
= CGN”“HL“(Q)”AC|’22(Q)”VCH22(Q),

3
Acl|2 < V3 3 1
=\l 3)" Canllullpa@) Vel 7 :
(H\/g L2(Q)> ( ) (©) L2(Q)
Utilizando nuevamente la desigualdad de Young, tenemos que
6

1 V3

HvﬁLm2 )Cbmwu4rw¢;m._4wflﬁ + D)t IVl

= 112l 0) + Cuallulaey Vel
Teniendo en cuenta todo lo anterior, obtenemos
/ (V> + || Acl|72 @ = / (ang + Bng)cAc+/ (u-Ve)Ac
<«f+ﬁmwﬁﬂm¢;ﬁ+n@
*IIACHLz + Cullul a0y I Vel 2o
Luego,
d
dt/Q Vel +|Adllf2q) < 2(0®+8%) [0l 7o /Q (nf +n3)+2C1lull 1oy I VellFa (). (4-48)

Sean C15 > 0 tal que 2(a? + 2)[|cofl 1) < C15 ¥ 2C’14||Vc||%2(m < (5. Definamos las
funciones hq y hg como sigue

hi(t) = Cis /Q (nf +n3), ha(t) = Cislull 74
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Observemos que por Lema Lema y Lema [1.7.3] existe Ci6 > 0 tal que

t+7 t+7 t+7
/ / |VC|2 —|—/ hl (S)dS +/ hQ(S)dS < 016- (4—49)
t Q t t

Por el teorema del valor medio para integrales, existe un tg € (¢,t 4+ 7) tal que

t+71
/ / Vel s)2 =7 / Ve(-,to) 2
t Q Q
1 t+1 1
/ Vel to)? = 2 / / Vel 8)2 < L.
Q TJt Q T

Observemos que si reescribimos k = t + 7, tenemos que k € (7, Tnaz) v to € (k— 7, k). Ahora

Luego,

suponga que k € (0, 7], entonces, nuevamente por el teorema del valor medio para integrales,
conseguimos la existencia de un tg € (0,k) = (k — 7,k) N (0, 00) tal que

1 [k
/|VC('7750)|2 2/ Vel t0) P X(0,00) ) = / /|VC('7t0)!2X(o,oo)(to) =
Q Q T Jk—1JQ
1 [k 5 1
- [Ve(-, to)]” < =Cis.
T Jk—7JQ T

De lo cual, vemos que existe un tg € (r — 7,7) N[0, 00) tal que

/ |Ve(-, 1)) < méx{/ |Veol?, 016} = Cq7.
Q Q T
Consideremos ahora el siguiente razonamiento

d — [t s)ds

P [(/ VCP) ¢ Jig h2()d >] =

(dt/ |VC|2> h2 S)ds </ |VC‘2> ( hg(t)) —
e (& ) ([ o] s B,
Q

Ademas, tenemos
() (T
—_— VC 2> e fto 2(3) S :| —
/to dt Q’ ’ ( )
k t
A B U A
& Q

Por consiguiente,

([ vetmp) oo ([ 1vet.mp ) < / Sy b s )
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Asi,

t
0

Teniendo en cuenta la desigualdad (4-49)), el Lema 4.2.3| y que / |Ve(-, to)|* < Cyr, conse-
Q

guimos la existencia de una constante C1g > 0 tal que / |Ve(-,to)] < Cis, lo cual implica la
Q

primera parte de nuestro lema.

Finalmente si integramos (4-48|) y tenemos en cuenta que / |Ve(-,t9)] < Cis, obtenemos
Q

directamente la ultima estimativa deseada. [ |

Lema 4.7.6. Sean p > 2, ¢ = 1,2 y 7 = min {1, %Tmax}. Asuma que existe una constante
M > 0 tal que

1471
/ / n? < M, para cada t € (0, ez — T)-
Q

Entonces existe una constante Cg(p, M) > 0 tal que

Ademis,

l|mi (-, )HLp < Chg(p, M), para cada t € (0, Trnaz)-

t+1
/ nf“ < Chg(p, M), para cada t € (0, Typaz — 7).
t

Demostracion:

p

Observemos que —nj = pn’f_l(nl)t y, por lo tanto,

dt

1d

p—1 p
n ny)e = — nk.

/Ql () pdt Jo

Ademés, V(n?™') = (p — 1)n? ?Vn,. Entonces,

- fotam = [ Ak [ @ = [ (9m) - (76 ) =
Q Q 0 Q

(p—1)/nff—21vn1\2.
Q

Un célculo simple nos permite deducir que V - (n1Ve) = (Vny) - (Ve) + niAc. Asi,

/ Xlnszlv -(n1Ve) = xa / n’fﬁl(an)(Vc) + x1 / n{’AC.
Q Q Q
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Teniendo en cuenta lo anterior, vamos a tomar la primera ecuaciéon de nuestro sistema (|4-1J)

y la multiplicamos por n? -1 para obtener

1d _
/n{—k/nplenl—i—(p—l)/n@f °|Vny |2 =
pdt Jo Q 0

(4-50)
=—x1 / nﬁ’_l(an) - (Ve) — Xl/ nfAc+ / panf (1 —ny — aing).
Q Q Q

Notemos que:

/ nPAc = / n(ca)s + / i (cy)y =
Q (9] Q

(‘/ (n;ll))xcx+/ n]fC:ch> + <_/ (”}f)ycy‘F/ n]nyVy) = —p/ "ﬁ)ilvc'vnl,
Q GiY) Q Gig) Q

de lo cual vemos que

—x1 [ n’l’_l(an) (Vo) = x1 Jo i Ac+ [o panf (1 —ny —aing) =
x1(p — 1)/ n?~ 1 (Vny) - (Ve) + / pn (1 —ny —aing) .
Q Q

Ahora, observemos que

/ nP - Vng :p/ nfﬁl(ul(nl)z + uz(ng)y) = / up(n})s + / uz(nh)y =
0 0 0 0
—/ (ul)xn’f—i—/ uln’fux—/ (uz)yng—l—/ uQnQVy:/n’fV-uzo.
Q oN Q [0)9] Q

Teniendo en cuenta las anteriores igualdades y reemplazando en la expresién (4-50)), llegamos

a
d _ _
& [t pto—1) [t 29 =po— 10 [ 87 (V) (F0) +pr [ 0k
dt Jo 0 Q Q (4-51)
—pm/ n’f—pm/nﬁ’“ —alpm/ niny.
Q Q Q
Notemos que
p—2 2 p—1 1 P 1 P 1 P
ny C|[Vul"= | ni ((n)ace + (n1)ycy) = = | (n])aca + = [ (n7)yey = —— [ njAc.
0 Q P Ja PJa PJa

Luego,

plp— 1)X1/Q”2171(V”1) (Vo) ==(p—Dxa /Qn]fAc <(p-1xa (/Q n%p)é (/Q IAC|2> %_

Usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg garantizamos la existencia de una constante
C1 > 0 tal que
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2p : 54 ak 512 5 212
nq = (nf) = [|In{ HL4(Q < Gif|Vni |20 H”1 lr2(0) + CIH”1 2 <
Q Q Lr(Q)

p
CillVafllre @ ||n1 IL2(0) + Co-

2
Esta tiltima igualdad se consiguié utilizando el Lemad.7.1|y |[n? ||* 20 = / ni(-,t). Ademas,
L?(Q
P P72 212 p, o, o 9 “
observemos que |Vn{| = {(nf)x] + [(nf )y} = i(n’f )|Vni|. Por lo tanto,

v ()’ (o)’

5 2 :
<p—1>><1(cluwlup nflae +C2) ([ 1acR )" =

2 e ([ 1ac) ([ rtomP) ([ ) +o-nen ([ 1ae)

Por la desigualdad de Young, existe una constante k% > 0 tal que

fo-es (o)’ (o)’ ()=
oo S0 ) ) )] -
p(p—1) (/Qnﬂvm?) +p(p—1)k§/Q|Ac|2/Qn§.

Por otro lado, usando nuevamente la desigualdad de Young, existe una constante k3 > 0 tal

1
2 1 1
(- )aCo / ac?)” < Lees / A+ tpo12 <2 / Ac? + 12,
Q 2 Q 2 0

Tomando Cs = max{k3, k%}, mostramos que

que

p(p — / W2 (Tny) - (Ve) <

0
p(p—1) </ n’l’_2|Vn]2> +p(p — 1)03/ Ac[z/ nf—i—Cg/ |Ac|2 + Cs.
Q Q Q Q

Reemplazando la anterior desigualdad en (4-51f) y simplificando, obtenemos

d
il nIfSCg/ |Ac|2/nlf+03 /]Ac[2 +Cs —i—p,ul/n’f—pul/n’fﬂ. (4-52)
dt Jo Q Q Q Q Q

Por las desigualdades de Holder y Young, tenemos que
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p

1
/%-2<</ (nl>p;1>p+1 </2P>p<p</n§’+l>+2pl(2|<
o2 T \Ja\2 Q — 2t (p+1) g p

op
= I an o]}
S [+ Zjal

De modo que podemos concluir que existe una constante Cy > 0 tal que

bH1
PM/ nf < % nﬁoﬂ + Cy.
Q Q

Teniendo en cuenta lo anterior y la desigualdad (4-52)), tenemos que

d
° ng’gcg/ Ac|2/n§’+03 /|A02 + C3 + Cy. (4-53)
dt Jo Q Q Q

Denotemos por h(t) = Cg/ |Ve(-,t)* con t € (0,Tynaz). Por el lema [4.7.5] tenemos que
Q

existe una constante Ci3 > 0 tal que
t+7
/ h(t) <(Cizconte (O,Tmax — 7‘).
t

Usando el razonamiento realizado en el Lema 7.5 con el uso del Teorema del Valor Medio
para integrales, conseguimos que, dado k € (0, Tinqz), existe to € (t — 7,t) N[0, 00) tal que

L
/ nf(-,tg) < Cg := méx{/ nb, }, para algin L > 0.
Q Q T

Utilizando la misma técnica del lema previo, la anterior cota nos implica la existencia de una

constante C7 > 0 satisfaciendo / n}(-,t) < C7, demostrando el resultado. |
Q
Lema 4.7.7. Para todo p > 1 e i = 1,2, existe una constante Cy(p) > 0 tal que

m: (-, )|l Lr () < Cao(p), para cada t € (0, Tinaz)-

Demostracién:
Sabemos del Lema que existe Cg > 0 tal que

t+7
/ / n?(-,t) < Cg para cada t € (0, Tyae — 7).
t Q
Por el lema anterior, tenemos que existe una constante C19(2) > 0 tal que
i (- )l L2¢0) < C19(2), para cada t € (0, Tnax)-

Ademds, por el Teorema de Fubini y usando nuevamente el Lema [£.7.1], llegamos a

t+7 t+7
/ /nf’:/ / nf’ < C19(2)[€?], para cada t € (0, Tez — 7).
t Q QJt
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Continuando de la misma forma y usando el Lema mostramos de manera inductiva
nuestro Lema para cada p > 1 con p € Z. Restaria probar el resultado para los valores de
p que no son enteros. Para ello, observe que si tomamos un r € (p,p+ 1) con p > 1 entero,
entonces existe una constante C'(€2) > 0 tal que

i Dl ey < CEIna(, D) Lo

En caso de que r € (1,2) tenemos que [[n;(-,t)[|zr@) < C(Q)||ni(, 1) 12(). Teniendo en

cuenta lo anterior y que nuestro Lema ya estd demostrado para enteros mayores a 1, se sigue
lo que se desea para cualquier p > 1. |

Lema 4.7.8. Para todo o1 € (3,1), existe una constante Ca;(c1) > 0 tal que
A% u (-, )|l 2 () < Co1(01), para todo t € (7, Tinax),
donde 7 = min{1, %Tmax}. En particular, existen constantes A € (0,1) y Ca2 > 0 tales que
[u(, O)llerq) < C22, para todo t € (7, Tinax)-
Demostracién:
Fijemos a € (%, 1). Por hipétesis, 2 C R es un dominio con frontera suave. Entonces, por

el Lema
D(A) = L2(Q) n W, ()" n W2(Q)™.

Tomemos ¢t € (7,Timaz) ¥ to = max{r,t — 1}. Por la férmula de variacién de pardmetros,

tenemos que

u(-,t) = e”E0) Ay (- o) + /t e~ DAP[(yny + 6n2) Ve — (u - V)u)(-, s)ds.
t

0

Luego, aplicando A“ en la expresién anterior conseguimos
—(t—tg)A
1A%, ) 22y < 1A% Ol 1) | 20

t
| A% AP (yny + 5n2) Ve — (- V)l 20 ds-

to

Si tg = 7, entonces, por las propiedades del semigrupo de Stokes, tenemos que
—(t—7)A A
[A%™ DA, 1) |2y = lle™ DA A%, 7 L2y < 1A%, 7) 20

Si tg > T, entonces t — tg = 1. Dado que A% es un operador auto-adjunto definido positivo y
teniendo en cuenta el Lema tenemos que

1A% (- 1) 12y < 1A AU 1) | Fa gy lle™ Ml o) | 2 e
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Ahora, en vista de las propiedades que tenemos del semigrupo de Stokes, sabemos que
A% 4| <t~ Ademds, |le=*|| < 1, para cada t > 0, y usando el Lema obtenemos
la existencia de una constante C4 > 0 tal que

1A%~ 00 t0) | p2 () < Ca.

Usando de similar forma las mismas estimativas previamente mencionadas, sabemos que
existe Cs > 0 tal que

C
uAa E=9AP](yny + 612) V] (-, 8) || 2 () ds < ——.
to l1-a

Por otro lado,
t t

[A%™ AP (u - W)u) (-, )| L2y ds < / (=)~ u(,s) - Vu(:, )| 2(q)ds.
to to

Tomando 8 € (1,a) y usando el hecho de que D(A%) < L*°(9), observamos que existe
Ce > 0 tal que

”u(7 S) ’ VU,(, S)HLQ(Q) < Hu(, S)HL‘X’(Q)HVU(? S)HLQ(Q)
< CollAu(-, 8)l| 20y | VUl 9) 2 (@)

Ahora, definamos M(T) := sup [A%u(-,t)[|r2(q) con T' € (7, Tinaz). Usando la férmula de
te(r,T)

28— 1
20—
V|| £2(q), entonces podemos garantizar la existencia de constantes C7, Cs > 0 que satlsfacen

Coll A%u(-, 5)| 2@ IVu(:, 9)[| 20y < CrllA%u(-, 8)[[ 320 IV u(-, 97200
< CsM°(T).

interpolacion del Lema|2.3.17|con a =

€ (0,1) y teniendo en cuenta que HA2uHL2 =

Entonces,

C1 Cg

t t
A= DAP[(u - V)l (-, 8)|| 12 () ds < CsM*(T )/ (t—s)"%ds < Me(T).

to to

Luego, existen Cy, C1p > 0 tales que
[A%u(-, )| 2) < Co + CroM*(T),

para cada t € (1,T). Asi,
M(T) < Cqy + C1oM*(T),

para todo T' € (7, T}4z). Usando el Lema vemos que M(T) < méax{2Cy, (2Clo)ﬁ}.
Haciendo T' — T},,4:, mostramos la primera desigualdad de nuestro Lema. La segunda parte de
nuestro resultado, la demostramos gracias a que el operador de Stokes satisface las siguientes
inmersiones D(A) < D(A%) — C?(2), con 0 € (0,2 — 1). [ |

Lema 4.7.9. Existe una constante Coq > 0 tal que

lle(; 1) [[w1.00 () < Caa, para todo t € (0, Tinaz)-
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Demostraciéon:
Por resultados de regularidad parabdlica, tenemos que ¢ € CO(Q x [0, Tnaz)) N C?H(Q x
(0, Trnaz])- Luego,

lezllr@x0,Tme)) ¥ Nyl L1 (@x(0,Tpnan)) < 00

Por lo tanto, Ve es acotada c.t.p en Q x (0,27] y, asi, ||c(-,t)||jy1.« es acotada para cada
t € (0,27]. Veamos que también es acotado para cada t € (27, Tinaz), con lo cual terminaria
la prueba. Primero, observemos que de la férmula de variacién de pardmetros, conseguimos

c(-,t) = e=MA(.,7) — /t et =2 (uVe + (ang + Bng)e)(-, s)ds.

T

Entonces,

t
HVcﬁj)hw“D::HVe@'ﬂAdyT)—l/ Vel (Ve + (any + Bng)e)(-, s)ds

L>(Q)
<C3(1+ (t—7) e e, 7) | L2y
t
e / (14 (t = 1)~ 3 M) (amy + Bra)el ooy
Tt .
e / (L4 (t— 1) MO, )V, 8)l| 1 ds.

Definamos M(T) := supye(o-1) IVe(, )| L (@) con T € (27, Tinax). Notemos que M(T') estd
bien definido debido a que ¢ € C*1(Q x (0, Tuaz]). Por el Lema Lema Lema
Lema[£.7.8y las desigualdades de Cauchy, Holder y Gagliardo-Nirenberg, sabemos que
existen K1, Ky, K3 > 0 tales que

1
e, Ollzz@) < 1902 [le( )llz=(@) < K1,
I + Bnoel zaey < llel 1)o@ (@llma (Dl ey + Bllmal Dl aey) < Ko,
lul, )Vl )10y < Nl Olle@ Vel Ol
1 1
< Oo2|[ Vel )| i) < Coal| Vel )| oo lleC )72 g < K,

para cada t € (0, Tjnqz). Tomando ¢ > 27, tenemos que (t — 7)~F < 771, Asi,
t q
[Ve(, 8|l pee) <Cs(1+ 7 1)Ky + CgKQ/ (1 +(t— T)*%efh(tff)>

T

1 t 3

Por lo tanto, existen K4, K5 > 0 tales que

N

M(T) < Ky + KsM(T)?.
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Por el lema vemos que
M(T) < méax{2Ky, (2K5)?}, para cada T € (27, Trsx),
consiguiéndose lo deseado. |
Lema 4.7.10. Para cada i = 1, 2, existe una constante Cy7 > 0 tal que
[12:(+,t)[| oo (@) < C27, para todo t € (0, Tnaz)-
Demostracién:

Sabemos que n1 € C%(Q x [0, Tinaz)) N C*H(Q x (0, Trnaz)), si probamos que existe un
71 € (0, Thnaz) tal que

Hnl(-,t)HLoo(Q) < CQg(Tl), para todo t € (Tl,Tmax),

conseguiriamos de manera inmediata que para todo t € (0, Traz)

7105 )| oo () < midx {SUP 1], 028<Tl)} = Cor.
QX[O,Tﬂ

Probemos este resultado. De nuestro sistema tenemos la igualdad
(n1)e=(A=1n1 —u-Vni —x1V - (m1Ve) + pini (1 — ny — aing) +na.

De la férmula de variacién de pardmetros, obtenemos que para todo ¢t € (7, Tynax)

t
ny(t) = e(t*%)(Afl)nl (g) —/ et=8)(A-1)y . (n1x1Ve+ nju)
3

t
+ / €(t_8)(A_1)[,u1nl(1 —ny — a1n2) + nl] = Ji+Jo+ Jg

T

[

Usando el Lema [2.7.15] tomando p > 2 y n > %, conseguimos

11l Lo ) = He(t_%)m (%)

< Cy H(—A +1)7et=2)(A=Dy, (IN

HLoo(Q)

2/ lLe ()
Usando el postulado 2 del Lema tenemos que
_ n(t-3)a-1), (T ‘ < TN ot ‘ T ‘
C4H( A-l—l) e\ 2 ni (2) LP(Q)_C4C5 (t 2) e ni (2) LP(Q).

Como t > 7 entonces t —% > Z, con lo que (t —%)~" < 277~ ". Por el Lema observamos
que Hm (%) HLP(Q) < Cy(p). Por lo tanto, concluimos que

|1l oo () < CaC5277 7" Cop(p).
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Ahora, analicemos Js. Aplicando nuevamente el primer enunciado del Lema |2

|2l zoo ()

.7.15|se consigue
/ el BDY - (s Ve + maw) (- 5) e d

<cy / (=2 + 1)t ADY . (5131 Ve + n1w)|| e ds
Tomando € € (0 1_

) y aplicando el postulado 3 del Lema m llegamos a que
04/ [(—=A + 1)e = ADY - (nyx1 Ve + niu) || o
t
2

t
< 0406/ (t— S) 77757%(37)\3(

=) ln1xa Ve + niul ooy ds
Por el Lema[4.7.7] Lema y Lema [4.7.9] existe Co9 > 0 tal que

In1x1Ve+niull e o)

[NIR

< xillnillr @) IVell e )

< xallmall ey llellwe
Asi,

+ [lnall e

Q)”UHLOO

(9
o) +Inllzro)

[ul| Loo (@) < Cao.
| J2 || oo <C4CGC29ﬂ (A + 1)e ™ ADY . (nyx1 Ve + niw) || ooy ds
2

t
< C4C@/ (t—s)" n—e—g e Aa(i=5) g

T

2 1
= C4C@/ (r) "1 T 2e Ay
0
< 0406/ (7‘)_7]_‘5_%6_
0

Ahora, observemos que

SR

AT < 0.

ping (1 —ny —aing) +n1 < ppmy
Por lo tanto

— i +n1 = (L+ p)ng — mni.
t
J3 = / e(t_s)(A_l)[,ulnl(l —ny —aing) +ni(-, s)ds
2t
< [ IED Lk ) — i)
3
t 1 1 2
< / (t=s)a-1) |, (m RE Ml) (1+ 1) (-, 5)ds
z 241 41
2 t
o (4 m) / (t=5)A —(t-5) g
< /)

[

Del principio del maximo, tenemos que
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e(tfs)Aef(tfs) < ”e(tfs)Aef(tfs)HCo < ”ef(tfs)HC0 _ ef(tfs)'
Luego,

2 t 2 t 2
(1+m) / P1=9)A ~(1=5) g < (L4 m) / (=9 gs < (14 m) (1—e %),
4q - dpy 4 4y

Finalmente, concluimos que existe un Cso(7) > 0 tal que
n(t) < Ji+Jo+ J3 < HJlHLoo(Q) + ||J2HL°°(Q) + J3 < Csp(7),

cumpliéndose asi lo que se queria. |
Prueba del Teorema [4.2.7k

1
Sabemos que existe una constante k > 0 tal que [[c(-,t)[lw1r@) < k[Q7 |lc(- ) |ly1.00 (). Por

el Lema Lema Lema [4.7.10] y tomando t < Tj,4, lo suficientemente cerca a Thqz,
conseguimos que

1 (5 D)l Lo () + In2(, )l (@) + el Ollwe) + 1A7u( )l L2
<2097 + Coy + k’HQH%CM + 021((71) < 00.

Por lo tanto, por el Lema tenemos que Ty = 00, cumpliéndose asi lo deseado.

4.8. Sobre la estabilidad de la concentracion de especies

En esta seccién vamos a mostrar un estimativo para la estabilizacién de (4-1)) para aq,as €
(0,1). Para tal propdsito, inicialmente tenemos el siguiente lema.

Lema 4.8.1. Sean aj, a2 € (0,1) y asuma las hipétesis del Teorema Para la solucién
de , existen constantes positivas £1, £1 y 1 tales que las funmones no negativas E; y
Fi, deﬁnidas como

e m 21 2
El::/(nl—Nlog *)—i—él/(ng—Nlog )—i—/c,
Q RN Q > TP N; 0
Frim [ (= N2 [ (= N2
Q Q

cumplen que, para cada t > 0,

d
aEl (t) < —e1Fi(t). (4-54)
1— aq 1-— a9
A { N* = x =
qw 1 1— ai1ag 2 1-— ai1an
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Demostracion:
Fijemos por ahora £1,¢1 > 0 y denotemos por A, Ay y B; a las funciones definidas como

Ai(t) == / (nZ — N/ ;\Z) , parai=1,2,
Q i
1

Bi(t) := 2/902.

Asi, podemos reescribir a Ej(t) como sigue

El(t) = Al(t) + ﬁlAQ(t) + 1B (t) (4—55)

Definamos H(s) := s — Ny log(s) con s > 0. Observemos que podemos reescribir a A; en
términos de H(s) como sigue

Ai(t) = /Q n1 — Ny (log(n1) — log(N}))
/ H TLl +N1 log(Nl) Nl +N1 (4'56)
/ H(ny) — H(N?) + N7.

Asuma que nj(z,t) > Ny, usando la férmula de Taylor sobre H con centro en N7y, aplicando
la forma de Lagrange para el residuo y teniendo en cuenta que H'(N;) = 0 conseguimos que

H(ny) — H(NY) =H'(Ny)(na(2,t) — NT) + %H"(Z)(m(m,t) ~ Ny)?
1

(n1(z,t) = N{)* >0,

2
z
para algin z que pertenece al intervalo (N7, ni(z,t)). En caso de que nq(z,t) < N7 se procede
de manera similar. Asi, se concluye que A;(t) > 0.
Ahora, al usar la primera ecuacién de (4-1)) llegamos a la siguiente igualdad

d d
La) =2 N1

a1 dt/ ! OgN*
N*

- / (n)e — M (ny),
Q ny

= (- 30)

N*
:/(Anl —u-Vn; —x1V - (mVe) + pini(1 —ny — aing)) (1 — 1) .
Q

(4-57)

A continuacién realizamos un andlisis en cada uno de los términos de la integral previa.

2
/( >An1 /an V< > /an N1 = —N} \Vn21| '
Q

Q n
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_/Q <1 _ Zf) w-Vng = — /Q (1 — ?E) [u1(n1)g + u2(n1)y]
—_ </Q <1 - ]Xf) [u1(n1)e)] +/Q <1 — if) [uz(nl)y]>

{10-3) (-2
N.

“,

N7 N7 N7
—/X1<1— 1>V~(n1Vc)——/X1<1— 1>Vn1~Vc—/X1<1— 1>n1Ac
Q ni Q ni Q ni
N

/ ping (1l —ny —ajng) (
Q

NY

> :/ uini(l —ng + Ny — N{ — aing) (n1 — Ny)

Q

——m [ (m - N})?
Q

+M1/(1 —N1 —alng)(nl —Nik)

Q

——m [ (m— Np)?
Q

“an / (1 — NY)(nz — N§).
Q
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Reemplazando las igualdades previas en (4-57)) tenemos

d *\ 2 * * * ‘VTM’Z
—Ai(t) =— 1 | (m—N{)*—ayn | (i — Nf)(n2 — Ng) — Ny 3
dt Q 9 Q M
—_— (4-58)
mny - C
v [ TV
Q ni
De manera analoga
d * * * * Vn 2
S Aalt) = o [ (na = N —azpa [ (m = NP2 — ) =y [ T2
dt “ “ L (4-59)

Vng - Ve
[ T
Q ng

Aplicando las féormulas de Green, integracién por partes y teniendo en cuenta la tercera
ecuacién del sistema (4-1)) concluimos

%Bl (t) = /Q c(e)
= /Q c(—u-Ve+ Ac — (ang + Bng)c) (4-60)

—— /Q |Vc|2 — /Q(oml +ﬁn2)c2.

Dada la positividad de las funciones ni, no y ¢, usando la desigualdad de Cauchy con € = 1,
la igualdad Vn—’lﬂ = Vlog(n1) y las ecuaciones (]4—58[), (]4—59[) y (]4—60[) sobre la derivada con
respecto a t de (4-55]), conseguimos la existencia de una constante C; > 0 verificando
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d * * * * vn 'VC
GO <= [ (= ND? —au [ (m = Np)na = Nj) + N [ ST
t Q Q ni

— Mgél / (712 — N2)2 — (12/@%1 / (n1 — Nl)(’n,Q — NQ) + N2 X2)€1/ 27
Q Q Q n2

Vni|? Vnsl?
_fl/ |Vc|2—N1*/| n21| —foél/’ n22|
Q Q n Q Ny
* * * * Vn
—Ml/(nl—Nl)z—alﬂl/(nl—N1)(n2—N2)+N1 </ 1|!><1VC|>
Q Q Q
*\ 2 * * * IVTLQ‘
—,LL27%1 (TLQ —NQ) —ag,ugél (’I’Ll —Nl)(ng —NQ) —l—NQél 7|X2VC|
Q Q Q N2

Vnl? Vnal?
— fl/ |vc‘2 _ Nik/ ‘ n21| _ Ngél ’ n22|
Q Q n Q N3

— i [ (= N9~ [ (= V) = N5) + 1X1/|v 2
Q Q

—Mzél/(nz—N2)2—02M2ﬁ1/(n1 —Nl)(n2—Nz)+142X2/ Ve|?
Q Q Q

— 4 / |Ve|?
Q

— / (1 — N7)? — (arps + aspa) / (1 — N7)(ny — N3)
9]
N2 BN
ot [ (o= g+ (PR BN ) e
0

De lo anterior, obtenemos

LB (t) < /Q (—pa(ny — N})? = (arpus + anpiafn)(n — N7)(ny — NY)

dt
. Nix? A N:
—él,UQ(nl—Nl))—F( 14X1 + 2 2X2 — )/]Vc\z

(4-61)

Tomando € € (0, 1) y usando la desigualdad de Cauchy con ¢ = puj — &, vemos que

—(a1p1 + Rragpz)(n1 — Ny)(n2 — N3) < [(a1pn + £1azp2)(n1 — Ny)(ng — N3
1

=1 —e)

= —E(nl—Nik)Z—F

(a1pn + £ragpz)®(ng — N3 ) + (u1 — €)(n1 — NY)?

(a1p1 + Arazp2)?(ne — N3 )?
4(pr —e)

+ ,Uq(nl — NT)Q
Entonces,

—p1(n — NY)? = (a1 + £razpo)(n — Ni)(ng — N3) < —e(ng — NY)?
(a1p1 + £razp2)* (n2 — N3)?

" A1 — )
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Por lo tanto,
—p1(ny — NY)? = (aypa+#1azp2) (n — NY)(ng — N3) — Aipa(ng — Ny)?

% 2
< — €(n1 o Nik)z _ <klu2 o (Q1M1 + 1612#2) )(TlQ . N;)Q (4_62)
4(ur —¢)

1=¢

Teniendo en cuenta que aj,as € (0,1), sabemos que existe g9 € (0, 1) lo suficientemente
pequeno tal que

1
De lo anterior, conseguimos la desigualdad — > . Luego, al tomar k1 = ajay obser-

az H1— €0

vamos que
% 2,2
¢ = kypiy — (arp1 + Aragpp) _ aapn  agp >0
4(p1 — o) az 1 —€o
N 2 % Nz 2
Asi, eligiendo ¢ > 14X1 + 2 42X2 obtenemos (4-54) de (4-61)) y (4-62). [ |

Lema 4.8.2. Sean aj,a2 € (0,1) y asuma las hipétesis del Teorema Entonces. existe
una constante C3; > 0 verificando la desigualdad

o 0
/ / (ny — Np)? +/ / (ng — No)* < Cs;.
0o Jo o Jo
Demostracion:

Tome t > 0, integrando (4-54]) sobre (0,t), teniendo en cuenta la no negatividad de E; y
haciendo uso del Teorema Fundamental del Célculo conseguimos que

t
CE(0) < Br(t) — By(0) < —&1 / Fu(s)ds.
0
Por lo tanto,
t
1
/ Fu(s)ds < L B,(0)
0 €1
para cada t > 0. Por consiguiente, tomando ¢ — co demostramos lo deseado. |

Lema 4.8.3. Sean a; > 1 > as y asuma las mismas hipotesis del Teorema Entonces,
existen constantes positivas 25, &5 y €92 tales que para las funciones no negativas Ey y Fb,
definidas como

2
FEy = / ni + %9 / (TLQ + logng) + 2/ 2 (4—63)
Q Q0 2 Jo
y
Fy :—/n%+/(n2—1)2, (4-64)
Q Q
cumplen la desigualdad
d
%EQ(t) < —eaFh(t) (4-65)

para cada t > 0.
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Demostracion:
Definamos las funciones

A3(t) ::/in, A4(t) = /Q(ng—lognz), Bz(t) Z:;/QCQ.

Entonces, fijando de manera momentanea las constantes £9, ¢ > 0, reescribimos la expresién

como
Ey(t) = As(t) + £2A4(t) + £2Ba(2). (4-66)

Definiendo H(s) := s —log s con s > 0 y realizando un procedimiento analogo al encontrado
en vemos que A4 es no negativa. Ahora, teniendo en cuenta la primera ecuacién de
nuestro sistema , usando el hecho de que a; > 1, aplicando integraciéon por partes,
formulas de Green y condiciones en la frontera, obtenemos las siguientes desigualdades

d
Z Ay =
s = [ ()
:/ (—u-Vny 4+ Any — x1V - (mVe) + ping (1 — ny — ajng))
Q

g—/u-Vm—i-/Anl—xl/v-(ch)—i-,ul/nl(l—nl—ng)
Q Q Q Q
—/mV-u—l— &,mdS—Xl/an-Vc

Q Gly) Q

—Xl/nlAC+M1/(”1(1—”2)—H%)
Q Q

=X1/m'AC—Xl/n1AC+M1/n1(1—n2)—M1/n%-
Q Q 0 0

De lo cual concluimos que

d
CTAS S Ml/ n1(1 - ng) - ,ul/ n% (4—67)
t Q Q

Por otro lado, de la segunda ecuacion del sistema (4-1)) llegamos a la siguiente igualdad.

(4-68)

-1
= / (—u-Vng 4+ Ang — x2V - (naVe) + pana(l — agny — ng)) <n2 > .
Q

na



4.8 Sobre la estabilidad de la concentracién de especies 164

Realizando un anélisis a cada término resultante de la igualdad anterior y usando integracion

por partes, observamos que

e () = L (7))

Q

—/logngv-u:().
Q

Usando las formulas de Green tenemos que

— _ 2
/Ang <”2 1) :—/Vn2-v<”21> __ [ [Vnel®
Q n2 0 n2 Q 1

De la integracién por partes conseguimos
> / V’I’LQ VC

-1
—Xz/ V- (n2Ve) <n2 > =X2/ naVe - V<
Q n2 Q

Reemplazando (4-69)), (4-70), (4-71)) en (4-68)) obtenemos que

Vnsl? Vng - Ve
| 2’ / 2 _m/(nQ—l)Q—an/nl(n2—1)-
Q Q

Realizando el mismo razonamiento hecho en (4-60) obtenemos

fBQ /\ch / 2(any + Bny).

Por lo tanto, teniendo en cuenta , (4-67)), (4-72)), (4-73)), conseguimos

d d d d
—Fy=—A Fo—A fo—DB
a 2 = 0t 3+ 2d 4+ Qd 2

Vnal? Vny - Ve
Sul/nl(l—nz)—/ﬂ/n%—é2/ | 22| +X2%2/ 2
Q 0 o N3 Q N2

— Mgég / (’I’LQ — 1)2 — agﬂgég/ nl(ng — 1) — I,ﬂg/ ’VC|2
Q Q Q
— fg/ Cz(oﬂh + ﬁng)
Q

(4-69)

(4-70)

(4-71)

(4-72)

(4-73)

(4-74)
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Usando la desigualdad de Cauchy con € = 1 tenemos que

Vng - Ve

X27%2/ ML SX2)%2/
Q na
\V4
<As </ ’m |X2VC’>
2

Sﬁg (/ ]X2V0|2+/ >

o4 Q

% 2 2
S 2X2 / ‘VC‘Q + éZ / |Vn22‘ )

Reemplazando lo anterior en (4-74]) y teniendo en cuenta que ¢2,c¢,ni,ny > 0, concluimos

Vng
n2

que
d
JEQ < Ml/ n? — (ug + a2,u252)/ ni(ng — 1)
14 Q

(4-75)
7
_#2é2/(n2—1)2+< 2X2 >/|Vc|2
Q
Ademsds, de la desigualdad de Cauchy con ¢ = 3 — ey € € (0, p1), observamos que
—(p1 + agpaa)ni(ng — 1) <[(u1 + a1paf2)ni(ng — 1)
STn ot agpiga)?(n2 — 1) + (w1 — €)nf.
Asi,
2 o (1 + aspnks)? 2
—Ml/ ny — / (11 + agpaRo)ni(ng — 1) < —5/ ny + /(m —1)%. (4-76)
Q Q 0 4 —¢)  Ja
Reemplazando (4-76) en (4-74) y tomando £ > X2 , conseguimos que
d (11 + agpas)® / 2
—Fy < — 2_ Bo — -1
a2s E/Qm <M2 2 40 —2) Q(n2 )
% 2
+ < 2X2 fQ)/ |VC‘2
4 Q
p1 + azpio#o)? 2
S—a/n2—<é—( ng — 1)%.
o LT 4 —¢) Q< 2= 1)
Finalmente, tomando € € (0, (1 — az)p1) tal que 29 = 4(uM11—€)’ obtenemos la desigualdad
(4-65)). [

Lema 4.8.4. Sean a; > 1 > ao y asuma las hipdtesis del Teorema Entonces, existe
una constante C3o > 0 tal que

/ /n%—i—/ /(n2—1)2§032.
0 Q 0 Q
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Demostracién:
Tomando ¢ > 0, integrando sobre (0,¢) en (4-65) y usando el Teorema Fundamental del
Célculo, conseguimos la desigualdad

Ba(t) — Bx(0) < —5 /0 " F(s)ds.

Usando lo anterior y la no negatividad de Es, tenemos que

¢ t
62/ F(s)ds < Eq(t) + 52/ F(s)ds < Ex(0).
0 0
Dado que t > 0 es arbitrario, obtenemos lo deseado. |
Lema 4.8.5. Asumiendo las hipétesis del Teorema [4.2.1] existe Cs3 > 0y 6y > 0 tales que
[[n4]l

paratodot>1e:=1,2.

Demostracion:
Reescribiendo la primera ecuacién de (4-1) conseguimos la igualdad

(n1): — V- (Vni —x1m1Ve) =u - Vng + pini (1 — ny — aing) .

‘—a(z,t,n1,Vn1) b(z,tn1,V'n1)
Observemos que, por los valores iniciales y de la frontera de ni, vemos que
(Vny — x1n1Ve) - v = dyny — x1n10ye =0,
n1(-,0) = nq,0.
Tomando t > 1, p =2y ® =1 en el Teorema 1.3 de [58], obtenemos lo que se desea. |

Lema 4.8.6. Sea n € C°(Q x [0,00)) tal que para algunos C* > 0 y 6* > 0 se satisface la
desigualdad
10l o 5 iy <€

Supongamos que
/ / (n(z,t) — N*)2dadt < co (4-77)
0 Q

para alguna constante N* > 0. Entonces,

n(-,t) = N* en C°(Q) cuando t — oo.
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Demostracién:
Definamos n[j](x, s) :=n(z,j+s) con z € Q y s € [0, 1]. Veamos que el conjunto (n[j]);en
0,1

es compacto en CO(Q x [0,1]). De la condicién de Hélder, conseguimos que

. . " * [
[nlj] (1, t1) = nj)(z2, t2)] < C* (|21 — 2|") + |t — to] 7),
para cada x1, 79 € Q, t1,t2 € [0,1] y j € N. De lo cual, vemos que dado un € > 0 existird un
§ > 0 tal que si (|oy — 22]? + [t — t2|2)% < 0, entonces
Inlj](z1,t1) — n[j](22, j2)| <e.

Luego (n[j]);n es una sucesion equicontinua. Usando el Teorema de Arzela-Ascoli, (n[j]) en
serd, en efecto, compacto en CY(Q x [0,1]).

Razonando por reduccién al absurdo, suponga que n[j] no converge a N* en C°(Q x [0, 1])
cuando j — oo. Por lo tanto, existird un gy > 0 tal que para una subsucesién (jx)reny C
(4)jen C N verificando ji — oo cuando k — oo tenemos la desigualdad

In[jk] = N*{lco@x o)) > €0

para cada k € N. Como (n[j]) ey es un conjunto compacto en C°( x [0, 1]), entonces par-
ticularmente lo serd (n[ji])ken. De esta manera, existirdn una subsucesion (n[jg,])ren y una
funcién ne, € C°(Q x [0,1]) tal que

120k, ] = ool o i 0,17 — O cuando 7 — co. (4-78)

Por la hipétesis (4-77)), tenemos que

1 j+1
/ / In[j](z,s) — N*[*dzds = / / In(z,t) — N*|?dzdt — 0 cuando j — oo.
0 Jo j Q

Por otro lado, de (4-78)) tenemos lo siguiente

1
: 2 ~ 2
/0 /Q [k, ](x, $) — neo|“dxds < |Q||n]jk,.] — noo”co(ﬁx[o,l]) — 0 cuando r — co.
Por unicidad del limite se sigue que no, = N*. Por consiguiente, llegamos a una contradiccién
puesto que la convergencia (4-78|) contradice la desigualdad (4.8). En particular

sup Hnb}(a S) - N*”Co(ﬁ) — 0 cuando j — OQ.
s€[0,1]

Entonces, n(-,t) — N* en C°(Q) cuando t — oo. [
Lema 4.8.7. Asumiendo las hip6tesis del Teorema tenemos que
1. Siay,as € (0,1), entonces
|ln1(-,t) — NfHLoo(Q) =0, |na(,t) — NQ*HLOO(Q) — 0 cuando t — oo,

x . 1l—ay x . l—a2
donde Ny := T ares N3 = T ar2s

2. Sia; > 1 > as, entonces

[n1 (-, t) |l poo(y — O [Ina(-t) — 1| poo(q) — 0 cuando ¢ — oo.
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Demostracién:
1) Asumamos que aj,az € (0,1). Del Lema tenemos que

/ /<n1—Nf>2scsl,

0 Q

I/ /(ng—N§)2§031.
0 Q

Las hipétesis del Lemal4.8.6[son garantizadas gracias al Lema Por lo tanto, parai =1, 2,
vemos que
ni(-,t) = Nf en C°(Q) cuando t — oo.

2) Para el caso a; > 1 > ag, usamos el Lema y procedemos de manera similar al primer
caso. n

Lema 4.8.8. Sea az € (0,1). Bajo las hipdtesis del Teorema tenemos que para todo
C € (0,]Q min{N5,1}) existird un 7" > 0 tal que

/nQZCparatodot>T.
Q

Demostracion:
Si a1, az € (0,1), entonces del Lema vemos que

/ ng — / Ny = N3|Q| cuando t — oo.
Q Q
De lo anterior, tenemos que para todo € > 0 existira 77 > 0 tal que
/ ng > No|Q| — e para todo t > T7.
Q
En caso de que a; > 1 > aq, tendremos que dado € > 0, existe 75 > 0 tal que

/ ng > Q)| — € para cada t > Tb.
Q

4.9. Sobre la estabilidad de la concentracion quimica

Lema 4.9.1. Para «, 8, n1,ne, c satisfaciendo el sistema (4.2.1)), tenemos que

/oo(ozm + fnag)c < 0.
0
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Demostracién:
Integrando la tercera ecuacién del sistema (|4.2.1)) sobre 2, haciendo uso de las férmulas de
Green y de la integracion por partes, obtenemos que

CZ/QC:_/QU.VCJF/QAC—/Q(am+5n2)0
:/ch-qu 8Q8Vc—/ﬂ(04711+5712)0
:_/(an1+ﬁn2)c.

Q

Integrando sobre (0,¢) en la anterior desigualdad, utilizando el Teorema Fundamental del
Calculo y usando el hecho de que ¢ > 0, conseguimos que

[ o= [ 4 [e= [t [az- [
/Ot/g(anl—kﬁng)cg/ﬂco<oo.

Y asi,

|
Lema 4.9.2. Existe una sucesién (tx)ren C (0,00) tal que ¢t — ooy
te+1
/ / ¢ — 0 cuando k — oo. (4-79)
tr Q
Demostracién:
Del Lema tenemos que
j+1
/ /(am + fng)c — 0 cuando j — oo.
j Q
Denotemos por f(t) := ﬁ Jo c(-,t)dx para cada t > 0, entonces
j+1 J+1
[ [am s me= [ [ @i+ na)e.t) - f(e)dade
J Q J Q
=11(J
1(7) (4—80)

41
+ /j] /Q(oml + Bneo) f(t)dxdt .

I2(5)

Por la desigualdad de Cauchy podemos estimar a I;(j)

no = ( / " [om +ﬁnz>2)é 1 / " et - For)

[N
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para cada j € N.
Por la Desigualdad de Poincare-Wirtinger conseguimos una constante C > 0 tal que

j+1 j+1
/ /\ ()2 dxdt<C’1/ /|vc 1| dadt.

Por el Lema [4.7.2] vemos que
j+1
/ / |Ve|* — 0 cuando j — oo. (4-81)
j Q

Y por el Lema conseguimos

J+1
sup/ /n,2 < 0. (4-82)
jEN J; Q

Por lo tanto, de observamos que I5(j) — 0 cuando j — oo.
Definamos ng := @ fQ no > 0. Entonces,

_ /J ah /Q (any + Bna) f(t)dadt
= 4j+1 f(t) </Q(0m1 —i—ﬁng)dx) dt.

J

Por los Lemas y conseguimos que, necesariamente,
Jj+1
/ / c(x, t)dxdt — 0 cuando j — oo.
j Q

Luego, vemos que la sucesion (¢;) en, donde ¢;(z, s) := c(x, j+s) para cada (z,s) € Qx(0,1)
y j € N, satisface ¢; — 0 en L'(©2 x (0,1)) cuando j — oo. Entonces, podemos tomar una
subsucesion (ji)ren € N tal que ji — oo cuando k — oo y satisfaciendo ¢j, — 0 c.t.p en
Q2 x (0,1) cuando k — oo. Ademds, por el Lema sabemos que (c¢j, )ken estd acotada en
L>(Q x (0,1)). Asi, por el Teorema de la Convergencia Dominada conseguimos que
cj, — 0 en LY(Q x (0,1)) cuando k — oo, con lo cual garantizamos al tomar tj 1= ji.

Lema 4.9.3. Existe una sucesion (tx)ken C (0,00) tal que ¢, — 0oy

tp+1
/ lle(+, )] oo (ydt — 0 cuando k — oc.

tg

Demostracion:
Sea (tr)ken una sucesiéon tal que ¢t — oco. Por el Lema existe C1 > 0 tal que

tre+1
/ / |Ve|* < Oy para todo k € N.
tr Q
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Por la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, existe Co > 0 tal que

4 1
el zeo (@) < C2||V80H24(Q)H<P”21(Q) + Callell L) (4-83)

para cada ¢ € WH4(Q).
1
Tomemos ¢ > 0 y fijemos § > 0 tal que C{'é < €. Usando la desigualdad de Young con

5
4!
5 ) 7

pardmetros p = 7 y ¢ = 5, vemos que
1 (4C5\*
<aIVelose + 5 (55) Tellcor

1
5

5

o

5
16,0 V%

4 1
CQHV%O||Z4(Q)||SOHE1(Q) = (s

LA LL(@)

Reemplazando lo anterior en (4-83), conseguimos C3 > 0 tal que

el @) < 6lVellza@q) + CsllellLiq

para cada ¢ € W14(Q). Entonces,
tht1 1 tht1
/t e )l e dt <6 / IV el )l dt + Cs / el Dl
k k k

tp+1 A i tp+1
<o ([ 1Tt Oltayat) + [l Oyt

ty ty

1 te+1
<50} +Cs/ e )l 1@t

ty

para cada k € N.
Teniendo en cuenta lo anterior y usando el Lema [4-79 obtenemos que

th+1 t+1
umsup/ e D)l eyt < &+ Cs h'msup/ leC Dl ydt = <.
tr

k—o0 k—o0 tr

para todo € > 0. Esto demuestra lo deseado. |

Lema 4.9.4. Tenemos que

(-, )| oo () — 0 cuando t — oo (4-84)

Demostracién:

Como consecuencia del Lema m tenemos que lim infy , [|c(+, )| oo (@) = 0. Por el Lema
4.7.2: sabemos que la funcién t — |[[c(:,t)[| () es decreciente en (0,00), consiguiéndose
@D, como queriamos. |
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4.10. Sobre la estabilidad de la velocidad del fluido

Lema 4.10.1. Para p > 2, existe una constante C' > 0 tal que
oo
/ /(ni + 1)P2|Vn;|2 < 0o con i = 1,2. (4-85)
1 Ja

Demostracién:

Bastarfa demostrar este resultado para p > 2 ya que por estimativas cldsicas LP(£2) —»
L?(). Asi, % < 8. Por lo tanto, podemos tomar § € (0, |[[co||ro()) lo suficientemente
pequeno tal que

px10 < 2 (4-86)

4
p(p — 1)x282 + pfpl <. (4-87)

Usando (4-84]), podemos tomar un ¢y lo suficientemente grande, tal que
)
c< 3 en Q X (tg, 00).

Luego, (néfi)p estd bien definido y es suave sobre ) x [tg, c0). Ademds, tomando t > tg y

usando la primera y tercera ecuacién de nuestro sistema (4-1)), tenemos que

d [ (ni+1P [ p(n+ P! (ny + 1)
dt/Q d—c _/Q d—c (nl)t—{—/g ((5—0)2Ct

ny + 1)P~1
:/ M(Anl —u-Vn; —x1V - (mVe) + uini(1 —np —aing))
Q

d—c
1)P
+ /Q H(Ac —u-Ve— (any + fng)c).
(4-88)
Ahora, procedemos a analizar cada término del lado derecho de la anterior igualdad. Por las
férmulas de Green sabemos que

+ 1Pt + 1)p1
/Qp(m&—c) Anl——p/ﬂv<(n15_i )-Vm

(m+ P2 / (n1 + 17!
= -1 7 - AN L A -Ve.
p(p )/Q 5 IVml-p | T e Vm Ve

Por otro lado,

ny + 1)P1 ny +1)P~1
—PXl/(l(s)v (n1Ve) = pxi / n1V ((1)> Ve
0 — C 0 5 — C (4_90>
ny (m + 1>p72 / nl(nl + 1)7771 9
— -1 B S e ) M T ey _
p(p )XI/Q 5. v Vetma | 0—0? Vel
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Razonando de manera andloga notemos que

Lt o ()

(4-91)
(n1 + 1P! / (M +1)P o o
0 (6—op N
Teniendo en cuenta que V - u = 0 e integrando por partes conseguimos que
_/ (n1+1 W Vg = — /an—Fl
o 00—
1
:/(”1 TPV (5— ”)

Q ¢ (4-92)

1
:/(n1+1)1’u-v
0 o —

. (n1 + 1)p
“ G

Entonces, teniendo en cuenta las igualdades (4-89), (4-90), (4-91) y (4-92)), conseguimos de

(4-88) que
d [f(n+t1)P M 2
/Q <—ple=1) /Q V]

Cc

dt d—c 0
. v 2 _ pxini cl?
/Q( 1+1) <(5—c)3 (n1+1)(5—0)2> Ve (4-93)
p—1 p(p—l)X1n1 _ 2p ni - Ve
+/Q(n1+1) ((5—0)(n1+1) (5—0)2>v Y

ny + 1)P~1
Q — C

Observemos que
pxini
r)E-0? _ pximi(d —¢) _ pxid

oo 2m+1) T2

<1,

de lo cual vemos que el término que involucra a |Ve|? necesariamente es no positivo.
Por simplicidad, vamos a definir la funcién auxiliar

(p(pfl)xm 2% >2
(0= n+1)  (6-¢€)2

2 _ pXxXin
4 ((H)S (n+1)(15*£)2)

h(n,§) =

conn>0y¢&el0,0).
Utilizando la desigualdad de Cauchy con

2 _ pX1M1
(6—c)3 (n1+1)(6—c)?

(P(p Dxini 27;0)27
(0—c)(n1+1) 0—c

o =
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obtenemos que

/Q(nl + 1Pt <(§(f ;)(172(1:1) - G ipc)2> Vni-Ve

— [ s+ 1) plp—xam 20 N\ gl [(nl + 1)V
/Q [ » <(2 _ ;Xﬂf 2> ]2

= /Q(”l +1) <(5 —¢)3  (ni+ 1) —c)? Vel

0—c)(np+1
+/(n1 + 1)P"2h(nq, c)Vny.
Q

[NI4S)

(4-94)

Realizando unos célculo simples conseguimos ver que

h(n,&) P —1xi00— & 4pX1(5_5)nn?+z% hi(n,§)

p(ép:gl) 8 — 4pxl(5—§)# © ha(n, &)

Por (4-87)), observamos que

2
] 4p

-8
(77+1)2+p—1

4
<plp—Dx(0+ 2 -8 <0

hi(n,€) — ha(n,€) = p(p — 1)x3(6 — &)

Ademss, por (4-86)),
ha(n,c) > 8 —4px16 > 0 en Q x (tg, ),

de lo cual notamos que
hne) _, 8- pp- Dxjo? — o2
ha(n,c) — 8 — 4px16 ' (4-95)
:=C1

De (4-92)), (4-94) y (4-95) obtenemos que

d [ (n+1)F ni+1 2 / (ny +1)P~1
= —p(p —1) AShE LIV
dt 0 d—c C / |vn1| ‘|‘,U 0 d—c "

para todo t > tp.
Integrando sobre (tg,t) en la anterior desigualdad y usando el Teorema Fundamental del

Calculo llegamos a que

1)P 1 to) 1Pt
p—1) 01// (1 + 711|2S/(n1Jr P, Od +M1p// (n1 + ny
to Q 6_C(Ct0 to

(n1 +1)P(z,t)
/Q d —c(e,t) du
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Por consiguiente, teniendo en cuenta el Lema y usando el Lema tendrfamos una
cota Cy para la parte derecha de la anterior desigualdad. M&s aun, teniendo en cuenta que

¢ 6Cy
ny 4+ P2 Vn P < —=2
//Q< AT <

De lo anterior y teniendo en cuenta que n es acotada y suave en Q x [1,tg], demostramos lo

1 1
52 < 5, Vemos que

deseado.
|
Lema 4.10.2. La funcién u del sistema (4-1)) cumple la convergencia
u(-,t)||L2(0) — 0 cuando t — oo. (4-96)
Ademas,
0.)
/ / |Vul? < co. (4-97)
1 Ja
Demostraciéon:

Multiplicando por u a la cuarta ecuacién de (4-1)), integrando sobre €2 y usando los razo-
namientos hechos en (]4—38|), (4-40) y (4-41), vemos que

s [l [ 190 = [ i 460296 - (1-08)

Del razonamiento hecho en (4-42) tenemos que

/ (yn1 +6n2)Vo - u = —/ ou - V(yng + on2)
Q Q

para cada t > 0. Ahora, de la desigualdad de Poincare, existe Cy > 0 tal que

/|u|2 gcl/ IVl (4-99)
Q Q

para todo t > 0. Luego, usando la desigualdad de Cauchy con € = %, tenemos

/qbu V(yni + ong) < <sen /|u!2+02/|v yny + 6na) %,
1

C1l18]12 0o . .
donde Cs := M De (4-99) y por la desigualdad anterior notamos que

/qbu V(yni + dng) < /|Vu|2+02/ |V (yn1 + dng)|?

Reemplazando en (4-98)) conseguimos que

24 VuZSC'/V’yn + dns)|?
5 15 [ 9ul < co [ [96m+dn)
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para todo ¢t > 0. Integrando la anterior desigualdad sobre (1,¢) con t > 1y usando el Teorema
Fundamental del Célculo, tenemos que

s ([rator = [ueop)+g [ [ <ca [ [ 1vem +amp
<Oy /100/Q|V('yn1+5n2)]2.

Dada la no negatividad del término |, |u(-, t)|?, de lo anterior obtenemos que

1/t 1 o0
/ /\VUP S/ ’U(',l)\2+c2/ /’V(7n1+5”2)\2-
2 )1 Ja 2 Ja 1 Ja

Por el Lema |4.10.1| con p = 2, vemos que
o
/ / |V (yn1 + 6n2)|? < oo, (4-100)
1 Ja

de lo cual implica (4-97) como se querfa. Por otro lado, sea y(t) := [, |u(x,t)[*dz con ¢t > 0
y definamos h(t) := 2C5 [, |Vn(z,t)[*dz con t > 0y denotemos Cs := C% Entonces,

y'(t) < —Csy(t) + h(t)
para todo t > 0. Ahora, tomemos ¢ > 1 y fijemos s € (1,t), entonces
Y (5)e” P17 < —Cyy(s)eBlme) 4 e l=p(s).
Como (y(s)e_ci”(t_s)), = 9/ (5)e~C3(=9) 1 Ozy(s)e=“3(=%) | vemos que
(y(s)e~ Oy < ¢=Oolt=3) (),

Integrando la anterior desigualdad sobre (1, ) y aplicando el Teorema Fundamental del Calcu-
lo tenemos que

t
y(t) < ey (1) +/ e~ 3= (s)ds.
1

Si tomamos ¢ > 2, observamos que

t 2
/ 6_03(t_s)h(s)ds :/
1 1

_Cat [

<e 2 h(s)ds—l—/ h(s)ds.
t
3

|+

t
6_03(t_s)h(s)ds—|—/ e~ U= p(s)ds

T
2

1

Sabemos que floo h(s)ds < oo por (4-100)), garantizandose asi que y(t) — 0 cuando t — oo
como se queria. [ |

Lema 4.10.3. La funcién u del sistema (4-1)) verifica

lu(-, )| Lo (@) — O cuando t — oo. (4-101)
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Demostracion:

Dado que W () estd compactamente embebido en L>(Q2) para todo 7 y como L>(£2) C
L?(£2), entonces aplicando la desigualdad de Ehrling conseguimos que para d > 0 existird una
constante C'(d) > 0 tal que

[us D)l Lo () < Olluls Dllwrr@) + CO)ul, 1)l 2@

para cada t > 0.
Tomando § > 0 lo suficientemente pequeiio y teniendo en cuenta la convergencia conseguida

en (4-96), bastarfa demostrar que la funcién t — [[u(-, )||w1.-(q) es acotada y conseguiriamos
(4-101]

. Para tal fin, tomemos « € (0, 1) tal que a > 1 — % Entonces, o — % + % > % Por lo
tanto, podemos fijar p € (1,2) lo suficientemente cercano a 2 tal que

1 1 1
a— =+ ->—.
2 r P

Podemos ahora considerar el operador de Stokes A con dominio D(A) = W2P(Q)N WO1 Q)N
L5 (). Entonces, tomando el a definido anteriormente, vemos que D(A®) < W17 (). Luego,
existe C1 > 0 tal que

lellwrr@) < CrllA%pllLr (), (4-102)
para todo ¢ € D(A%). Reescribiendo la cuarta ecuacién del sistema (4-1)) como

up=Au+VP+ | —(u-V)u+ (yni + 0n2)Ve

i=hy (z,t) :=ha(z,t)

:=h(z,t)

Ahora observemos que del Lema[4.7.7 podemos acotar la funcién hy por una constante Cy > 0
como sigue

[h2(s )l Lr (o) < Co,

para cada t > 1. De igual forma, usando la desigualdad de Holder con exponentes % >1y

2
%, la desigualdad de Cauchy, la inclusion W1H2(Q) < L>s (Q) y el Lema4-96| garantizamos
acotar la funcién h; por una constante C's > 0 como sigue

12 (- Oy <IH(u- V)l (D175 q)
=[lfw- Va1
=l (ul”Vul?) (5 Ol L @)
<Jlu-; )

(RPN IO s

< C37
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para todo t > 1. Ahora, recordemos que al usar la férmula de variaciéon de pardmetros con
k > 1 un entero arbitrario y ¢ > k vemos que

t
u(-t) = e A k) + / e~ U=DAP[B](-, 5)ds. (4-103)
k
Asi mismo, sabemos que existe Cy > 0 tal que

1A% 0] 1oy < Cat™|l¢l| Lr(o (4-104)

para cada ¢ € LE(Q) y para todo t > 0. Empleando estos hechos, recordando que P es un
operador acotado de LP(Q) a LE(Q), aplicando A% a cada lado de (4-103)) y utilizando la

desigualdad (4-104)), obtenemos que
¢
[A%u(-, )|l Le() < Calt — B)™|ul-, k)|l o) + 04/16 (t —s) (-, s)|Lr(@yds,  (4-105)

para cada t > k. De ahi, sabemos por el Lema [4.10.2] y del hecho que p < 2, que C5 :=
sups~g [|u(-, )| Lr (o) es finito. Entonces, de (4-105)) tenemos que

t
1A%u(-, )| oy <CaC5(t — k)~ + Ca (Ca + C) / (t— 5)"ds
k
21—a
l—«o

<Cy4Cs + C4(CQ + Cg) .

para todo t € [k + 1,k + 2]. Por lo tanto, como k > 1 fue arbitrario y teniendo en cuenta la
desigualdad (4-102)), conseguimos que el mapeo t — |u(-,t)|lyy1. ) sea acotado, culminando
la demostracion. |

Prueba del Teorema [4.2.2]
Observemos que los Lemas (4.8.7)), (4-84) y (4.10.3) implican directamente el Teorema
Esto concluye la prueba.
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